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数学 是 人 类 理 忻 文明 丙 度 的 编 唱 ， 数 学 文化 是 人 类 文明 的 重 
村 组 成 部 分 。 中 国 和 其 他 文明 吾 国 都 曾 汶 百代 的 数学 文化 屋 出 过 
不 可 磨灭 的 贡献 ， 数 学 灶 近 代 及 现代 科学 技术 与 生产 力 的 了 迅速 发 
展 起 了 重要 的 推动 作用 ,过 去 三 百年 中 ,物理 学 中 的 自然 界 的 基本 
”规律 前 是 用 数学 表述 的 。 近 代 科 学 技术 新 纪元 的 开辟 者 牛 赖 闸 将 
他 毕生 最 重 鉴 的 著作 命名 为 4 目 然 哲学 的 数学 原理 3。20 世纪 最 伟 
大 的 科学 家 去 因 斯 坦 在 他 的 自述 文章 中 也 一 青 谈 到 数学 对 他 的 成 
长 和 对 他 毕生 成 就 的 根本 骂 啊 , 随 着 科学 技术 的 发 展 , 电 子 计 算 机 
的 发 明和 发 展 , 数学 不 议 是 整个 自然 科学 的 基础 , 同时 也 是 工程 科 
学 和 技术 、 信息 科学 和 技术 、 经 济 科学 . 管理 科学 万 至 某 些 人 文科 
学 必 不 可 少 的 工具 。 提 高 人 才 的 数学 索 质 已 成 为 一 项 迫 在 展 睛 的 
重要 任务 。 

世界 上 第 一 次 真正 有 组 织 的 数 党 竞赛 始 于 匈牙利 数学 竞赛 
(1894 +). -个 多 贡 纪 的 数学 仁 林 匹克 活动 的 实践 和 研究 证 明 , 科 
学 合理 二 举办 各 组 数学 奥 林 匹 死活 动 , 对 于 传播 数学 思想 方法 , 激 
发 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 , 培养 掌 生 的 创新 精神 ,提高 学 生 的 数学 率 
Эп. 思维 能 力 , 促进 数学 教师 束 质 的 握 袁 和 数学 教育 改革 , 发 展 和 
选拔 优秀 人 才 等 都 是 十 分 有 益 的 。 

如 何 更 为 科学 , 合理 .有效 地 开展 数学 奥 林 严 克 培 训 活 动 , 是 
我 们 数学 教育 工作 者 所 面临 的 一 个 重要 课题 。 建设 科学 .实用 的 培 
训 教 材 则 是 这 -~ 主题 取得 进展 的 一 大 关键 , 是 提高 教学 效益 、 提 高 
教学 质量 的 基本 保证 - 作为 一 种 尝试 ,本 套 书 以 笔者 凶 年 亲自 培训 
数学 奥林匹克 选手 积累 的 经 验 为 基础 ， 以 众多 的 国内 外 数学 奥 林 
匹克 文献 为 源 果 , 根据 现行 中 学 数学 教学 大 纲 . 按 年 级 分 为 初 一 分 


册 . 初 二 分 册 . 初 三 分 由 .高 一 分 册 .高 二 分 册 . 高 三 分 册 .方法 与 研 
完 分 册 进 行 编写 。 它 融 册 林 匹 克 数 学 的 理论 、 方 法 与 应 用 为 一 体 ， 


- = —— шт. 


AAE EA El ЖА 2J .各 级 数学 竞赛 的 不 同 划 求 , 以 知识 点 为 
主线 , 尽量 做 到 与 课堂 教学 同步 , HH A й, 由 课 内 到 课外 逐步 引 
申 扩 充 , 十 分 便利 学 征 白 学 。 

数学 高 不 开 解 题 . 问题 是 数学 的 心脏 ,数学 奥林匹克 是 解 题 的 
葛 赛 ,要 提高 解 题 能 力 , 练 习 是 必 涉 可 少 的 .在 本 套 书 中 ,还 专门 为 
宴 一 至 蜗 二 各 年 级 配备 了 训练 题 集 , 用 作 自 我 测试 与 评估 。 ЖБ 
所 选 例 .习题 中 , 既 有 传统 的 佳 题 , 区 有 国内 外 近 几 年 涌现 的 佳 题 ， 
壕 有 必 者 相 据 目 己 的 教学 实践 编撰 的 新 题 ， 其 中 有 相当 一 部 分 对 
帮助 参加 中 、 高 考 学 和 解答 中 高 考试 着 中 对 能 力 要 求 较 高 的 问题 
大 有 帮助 , 相 们 读者 通过 对 这 些 问题 的 研讨 ЯЕ т ЖЕ ЛЕ BE ТВ. 

有 必要 指出 的 是 ， 椒 书 还 有 助 于 帮助 读者 破除 对 数学 奥 秋 匹 
克 的 神秘 感 , 发 现 开 发 自己 身上 存在 的 巨大 潜能 , 以 增进 自信 , 从 
面 进一步 人 月 主 动 地 去 领略 数学 风采 ,探索 数学 世界 奥秘 - 

本 套 书 可 供 中 等 下 中 等 以 上 程度 的 学 生 自 学 用 ， 也 可 作为 数 
АКЕ sahi 5 ВЗН 25345 5. 
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被 评 为 全 国 中 学 数学 期 刊 优秀 论文 ， 专 著 《奥林匹克 数学 教程 》 获 武汉 市 教育 学 会 优秀 专 
著 一 等 奖 ， 在 国家 数学 竞赛 世界 联盟 第 三 次 会 议 上 交流 。VCD 教 学 录像 《特级 教师 指导 学 
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第 一 讲 ”数列 ”数学 归纳 法 


1.(1) 数列 是 按 一 定 次 序 排列 的 一 列 数 . 

(2) 数列 可 以 看 作 二 定义 在 自然 数 集 (或 它 的 有 限 集 ) EAS A 
数 , 当 目 变 量 依 次 取 从 小 到 大 的 且 然 数 时 ,相应 的 一 系列 函数 值 就 形 
成 了 数列 .数列 | eof 的 通 项 公式 是 第 = 项 m У л 之 间 的 函数 关 
系 式 , 即 а, 可 以 表示 为 a, = nn), 应 当 提 醒 的 是 ,并非 每 一 个 数列 
都 可 以 写 出 它 的 通 项 公式 .数列 的 图 象 是 一 系列 不 连续 的 点 (n, f 
(rn)) 所 组 成 的 图 形 . 

(3) 数列 ie,i 的 前 n 项 的 和 用 5S, 表示 , 即 5, = Ха. 

S, n=l, 

(4) а= S,- 8, | n>2. 

(5) 项 数 有 限 的 数列 叫 有 穷 数列 ,项 数 是 无 限 的 数列 叫 无 穷 数 
列 , 如果 两 个 数 4,B( 设 АА), Ја, Е Аса, < 
R ,那么 叫 数列 | an 为 有 界 数列 ,4 ШТУ, B 叫 敌 上 界 . 否 则 数列 
аһ! ЕЛА]. 

(6) 求 数列 前 n 项 的 和 常 采用 拆 项 求 和 、 错 项 相 销 等 方法 . 

(7) 常用 数列 的 前 = 项 求 和 会 式 

Ci) 1+2+ y ns 0, 


(H) 1+3+…+(27 -1)= 天 

(|) 2226-2 ntn a Un +1) 
2 

(м) 19622 п [©] . 


2. 数 学 归纳 法 ,是 论证 与 自然 数 л 有 关 命 题 的 一 种 常用 方法 ， 
1 


应 用 十 分 广泛 . 

(1) 数学 归纳 法 的 理论 依据 是 数学 归纳 原理 : 设 P( aE ST B 
然 数 n 的 一 个 命题 ,如 果 ( OPRA; i) 由 P(E) 为 真 的 假设 可 推 
出 РЕТ ОЕ, ЯА Pln) 对 一 切 自 然 数 n N E. 

数学 归纳 法 的 一 般 步 野 ; 第 一 步 ,证 明 n = по 时 命题 为 真 ;第 二 
步 ,假设 当 n= k IREA, IEY n= 和 +1 时 命题 也 为 真 . 完 
了 这 两 步 证 明 , 即 可 断定 命题 村 一 切 自 然 数 n( л=п) ЖЯ Ж. ТЕХ РУ 
个 步骤 中 ,第 -一 步 是 览 基 步 ,第 二 步 是 归纳 步 . 

(2) 完成 数学 归纳 法 ,两 个 步骤 缺 一 不 可 . 比较 而 言 ,使 我 们 陷 
ARBARE EEIT. 这 一 步 的 完成 , ARRE TASA] 
导 ,由 “+ 下 退 到 “天 ,常用 撤 出 某 个 特殊 对 象 ,合并 某 些 对 象 .分 藉 
处 理 .逐步 化 归 等 手段 . 

(3) 起 始 步 的 切 能 除了 是 归纳 不 可 缺少 的 一 个 环节 外 ,而 且 起 
始 值 和 简单 情形 的 验证 ,对 递 推 步 的 解决 常 可 起 到 重要 局 示 和 铺垫 
作用 . 

(4) 用 数学 归纳 法 证 明 的 命题 主要 源 于 不 完全 归纳 , 先 猜 后 证 ， 
一 般 地 经 内 探索 一 一 归纳 一 一 和 猪 想 一 一 证 明 的 过 程 ,命题 解决 的 全 
过 程 始 于 猜想 .这 种 猜想 不 是 胡思乱想 ,而 是 对 特例 进行 深 人 观察 、 
思考 ,探索 其 中 规律 ,然后 大 蝶 地 提出 猜想 . 


例 题 в H 


例 1 BAF a,l 的 通 项 公式 为 


а„ = ЕЧ (n? +995)( n N) 


HR | as 的 最 天 值 项 . 
Ё a, ån - (23). a(n? + 2л + | + 994) — (n? + 994) | 
09417” 1 


= ( 95) ggz [2 x IMn – п?) 


= 5 

令 pln) = an1- а, МУ 1 n =2 x 994 — 1 = 1987 8, 

(n) >0,B z... > an A 
和 | < Опов < Aggi 
H a2 х 994+ 1 = 1989 Af, pn) <0, 0 a. < an 有 
0969 > Соду >t. 

当 n = 2 x 994 = 1988 В, gin) = 0, ag = aog. BE ta, PRAN 
是 алов Уј а одо ЛЛ. 

@ 2 СШ ЖЕЙ УШ 1 - í. bÁ 
[п]; 

(1) 第 一 行 中 自 左 至 右 的 第 9 列 是 第 
JLE? 

(2) 自 上 至 下 第 4 行 中 , 自 左 至 右 的 第 
5 ЖЛ? 

(3) 第 100 号 的 位 置 在 时 一 格 ? 

解 ” 格 子 里 的 标号 形成 和 且 然 数 数列 1, 
2," ,nn,…, 按 斜 对 角 线 土 的 元 素 为 一 组 ， 
可 构成 分 群 数列 , 记 作 

(1},(2,3), (4,5,6), (7,8,9,10), 011, 

显然 ,在 第 n PRTA п 个 元 素 , 且 第 п 群 中 的 第 一 个 元 素 是 
第 一 行 中 自 左 至 右 的 第 nr 列 的 标号 . 

(1) 因为 自 第 一 群 到 第 n 群 共 有 元 素 


n(n+1) 
-anD e), 


НИЕ (n — 994)? + 9942]. 


2 


AASE ые ы 


1] 
6| 
10 
15 
Р 
4 
и 


1+2+ + 8 


因此 第 n 群 中 的 第 一 个 元 素 是 原 数 列 中 的 


п\п-1,) _ Nn 
z +1= 7 (IÑ). 


第 一 行 中 自 左 至 而 的 第 9 Ў, ER 9 ЕРЕ 2с, Ах 


3 


个 元 素 是 愿 数列 中 的 
2 -37( 项 )， 


即 37 8. 
(2) 第 m 行 中 第 nn 列 的 格子 在 第 (n+ m НВА Е, A 
此 这 个 格子 属 第 (n+ m - 日 群 .于 是 自 上 至 下 第 4 行 中 , 自 左 至 右 的 
第 5 列 格子 在 第 8 群 中 ,而 第 8 群 的 第 一 个 元 素 的 标号 是 8 二 8 二 2 
-29, 第 8 群 中 自 上 至 下 第 4 行 格子 标号 为 9+4- 1= 32, 故 所 求 标 
号 为 32. 
(3) 设 第 100 号 在 第 п 群 ,那么 下 三 + „ио, ЕЙ п> 1. 
因为 第 14 群 中 的 最 初 一 个 元 素 是 


= 92, 


故 100 号 位 于 目 于 至 下 的 第 9 行 ,和 目 左 至 石 的 第 6 列 . 

例 3 求证 

1 Lon l _l __1 | 1 
t3n-1 2r = 


证 明 (1) а=, =1- 2 = 2 =, 0 


14 – 14 + 2 
2 


w | 
+. 
+ 


YF. 
(ji 假设 n= k kE NITER ху, Bü 
l l l,l 
2 3 4 2&-1 2k 
= 一 + 1. + 
k+l k42 2k” 
] 1 1 ] l l l 
р; + 
ЖА 1-жак 2k+2 
-( +a +) +7 L 1 
k + + 2 2k41 2k +2 


[ 141 "s 


ll 
k+2 k+3 2k+1 2(k+1) 


I ЕЕ НН 
"(Күр (6+1) +2 2(k+1)' 
H ns k+l дл. 
АС) Ci), [ЖА —1ЛҢ RR FRIR. 
Bi 4 BIOI < 也 ,数列 | а„| 2 a, = sin ап". iE Son = 
i + aa T 7 — a) + Чок. 
(1) 求证 :对 任何 自然 数 n, 
So = зу sin20+[1 + (= 1)"* чап]: 
(2) 求证 : 当 n>2 m 
al + anian +- 10% (4) = 0. 
证 明 HE,HA а„=0(п=1,2,-°). 
(1) ғ; п= 187, 


. 并 
у= ај + аз = ау = sin — tan = tan), 


2 
J sin20-[1 +( -1)"tlta0] 
= 1426-01 + lan" 0) = япа "со * 1 
2 сов д 
= ќапё. 


放 n= 1 В, ТАЙАХ АУ. 
Е п = k В БЗ, Bl 
Sag = ysin20[ | + ( _ 1) :+ itan |， 
于 是 ”= 天 + 工时 ,有 
одър) = эр + бру + Gk+2 


= 52k + G2k+1 


> sin26[ | +(-1)* Чап 0] + sin Е + LR дыл 


И 


5 


- 了 sin29[1+(- 1)#*цал?##] +(_ 1)*tan2t+10 


2 
_ 1. k+l, 2} k, 2 2441 
= 7 sin26[1 + (- 1) tan + (— 1) si oB an ol 
_ 1. sg k+2 opk 2 . 
= э 9112011 + (- 1) іап ol- l а а іалд | | 
= 了 sin26[1 + (= 1)2+2 . гап^720]. 


BH a=k +1 ВИТЕ А. 
千 上 所 述 ,对 任意 日 然 数 n 命题 成 立 ， 
(2)  л=2[, 
а? + 4.1051 + (一 Dlan? 
= (sin ЕЭ лап)? + sin Р 
+ (= 1) ап" 
= кап?" [ зіп °> + sin 
= {ап "#[ — совм + C- 1)"] 
= tan- (— 1)% L (- 152] = 0. 
例 5 是 否 存 在 常数 а. Б.с 使 得 等 式 
1 :22 和 二 г, bn + c) 


对 于 一 切 自然 数 n 部 成 立 ? 证 明 你 的 结论 ， 
分 析 一 ” 若 存 在 常数 a,b,c 使 题 设 等 式 对 一 切 自 然 数 ”都 成 
立 , 则 令 n=1,2,3 可 得 


i 
4 = s (a+ b+ e), 


22 = (4a + 2b + с), 


70 = 9а + 35 + c, 
Eli 


п + b + с = 24, 
да +2% + £ = 44, 
Фа + ЗБ + e = 70. 
解 此 方程 组 ,得 ae=3,2= 11, с= 10, 这 就 是 说 , 当 且 仅 当 a=3,2= 
ll,c=10 时 , 题 设 的 等 式 芷 n=1,2,3 时 成 立 .假说 当 a=3,b = 11, 
c= ТО, ВЕЗЕ п = k ВАЎ ЗА, ВП 
LEIP БСВ 3 Е +10), 
Ж А, 
р. 2 К (ktl (ЕЕ 1) СЕ + 2) 
„Фар з ‚ 5) + 12k + 24] 


_ Dleta g + 17k + 2А) 


(k + 1)(k + 2) 
_ КЁ + Ш + 2) абра 0) ИСЕ +1) + 10], 


当 a 3, 6= 11,с = 10 时 题 设 等 式 在 п= k + 1 PB BR SZ. 
综 上 所 述 а = 3,5 = 11, е = 10 为 所 求 . 
Ат ЕЕК) = É + 2FE2 + k WN 


БИЕ? 5250. Xk 
k=l k=l k=l k=l 
nin + 1) > п(п+1}(21+1) n(n +1) 
š 4 Т^ 6 +727 


_ n(n +1). y ра + 10) 


12 
a=3,b=11,c = 10 即 为 所 求 . 
例 6 在 各 项 为 正 的 数列 jos 中 ,S.= 广 (orz (€ Ns 
求 数列 a, 的 通 项 公式 . 
分 析 一 、 依 题 设 ,有 


. l 1 
ар= $1 yata 


Bp а= 二 ,注意 到 T > 0,1 a= 1, X 


q+ а= з= 3 lat) 


即 а5+2а›-1=0, 
解 得 а= */2- 1 因 а›>0,йй а)=У2-1. 
继续 进行 下 去 ,可 得 аз =/3 42, аа 244 43. 
由 上 面 的 计算 我 们 猜想 ，; 
a, =n -y n- l(nC N). 
以 下 用 数学 归纳 法 证 明 ., п = 工时 猜想 显然 成 立 .假设 n= АО, ар = 
МЕЕ, 


1 1 
= бакъа), 


及 
рр Š, + Akal 
l 
= (е + + Пра + 
可 得 
уба + а ) 
= (а +) +а 
一 2 k а k+l? 
ИП 
j 1 
人 =- (ш +? 
A 
l _ g ур 1 
+ = =- 24k, 
故 


Фуу] 一 一 一 = 一 27k. 


+] 
gji 
а? и + 2. ав -l = Ü. 
Е) apa |> О. P PJ 


 ы=-УЁ + Ё +1 
ла. 
当 п= +18, a =s ЕТА ЗУ. 
Sr E Er ,01— HJ E 0 n 都 有 
an= n- no-l. 
HRR 本题 并 未 指明 必须 用 数学 归纳 法 ,因此 可 用 


„= 5, — 5,100 S, =су (a, + У 


25,= 5-5 at 
п n-li 
Шш 5, = 5, _1+1, 然 后 利用 黑 加 的 方法 计算 出 52 = п, 
Жн 
a, EVR- п 1. 
分 析 二 ”利用 大 关 2 时 有 


ak = Sp Sklo 


| | Е l 
及 题 设 Sag atg. 

J | 1 
可 得 26 = Sy- Sy- + S,- Si 
化 简 得 $4~ St-1=1, 
于 是 ÈR- Rdn], 
即 82 -51=п-1. 


| ^1, l, lg E 

Х. S= уба) tg 

可 得 s -十 ,注意 到 Sm , 故 S =l PH S= n H 5,>0, S. 
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=vn ,进而 有 a= n- n-tar). n=1 时 上 式 也 成 立 , 所 以 
a= n- n- ANR, 

т 没 每 个 正 整 数 在 下 整数 数 别 ор ооо а„, AA 
К.Н. 

J+a<2+a <` < n+ a,< 

求证 :对 每 个 正 整 数 * ,en = n. 

证 一 # abl i$ а= 1022). КЕ 45 

2<1 +07 <2+ 05 < < вве, < <а+жа s i+], 
于 是 在 区 间 (2,i+ 1j 中 至 少 有 个 不 同 的 于 整数 :1] + a1,2+ ао, 
i + Qi; 但 区 间 (2,i+1] 中 只 有 3,4,…,i+1 这 i -1 个 正 整 数 , 巴 盾 . 
让 aj = |， 

it n = k Hf, ae =n, H а= l,a=2,- a, = Е. 981024 п> k 
时 ,oa > k, Е ар Е, ар k. ay, = k," tB А #8 
数 恰好 出 现 一 次 ,上 且 

l+ agar E2 + appn kereteit ag К< 

H а= 181 apy kl, EN ekl. 

综 上 所 述 , 对 一 - 切 自然 数 nia, = n. 

证 二 ” 依 题 设 若 数 刚 是 递增 的 . 因 


n+a <(n+l)+ insis 


有 п+а, +1= (9 +1) + ауу, 
ЕП ал 941. 从 是 有 а= 1. И, ж a=], > 1, Tj = й) = ‘7 — (RB; 


= 1, ИЯНЕ. АЮ, a2, 023, а, = пу. 
例 8 试 证 :对 于 任意 白 然 数 n,n - Зл? ба -7n 45r – 2л 
可 被 24 整除 . 
分 析 n=1Hf, по - Зп? + бп* –- 7п? +S – 2n = 0 R| Ë: 24 ## 
10 


ER. ПАД Ar. 
假设 n= АТАЎ зг, В kŠ - ЗА + бд 7 + Sk2 - 2k Пр 
24 整除 , 则 2 = k + 1 时 ， 
(5+1) - 308+ 1) +6(k+1)1-7(k+1)) 2 5(k+1)2-2(k +1) 
= (kÉ ЗЕ + 6k* 7А +512 - 2k) + (6° + 1415 + Ak). 
问题 归结 为 证 明 Gk + 4k + 4k 能 被 24 整除 .我 们 再 次 使 用 数学 归 
纳 法 ,事实 上 ,k=1 时 ,6 + 144 +48 = 24 可 被 24 整除 .假设 £ =; 
ШЇ ‚бу? + 145° +45 可 被 24 整除 . k=l 时 ， 
бк? + 14А q 4k = ls +1) +l4ls + 1) +4(з +1) 
=(65° + 14 + 45) + 305° + 608° + 10282 + 725 + 24 
= (65° + 1447 +45) + lst + 255 4 452 +35 + 1) + 
6( s + 252 + 82) 
= (67 + 145° +4) + Dds + 25° + 452 + 45° + 35 + 1) + 
6s2(s + 1). 
У sis DEHER, E Gth + 1)2 是 24 的 信 数 .因此 ， к= +1910 
题 成 立 ， 
经 过 二 次 施行 数学 归纳 法 ,个 题 可 获 让 . 
9 对 于 任何 非 空子 集 $, 令 (SA fs) 分 别 表示 S 元 素 
的 和 与 积 .证 明 : 


D бб, = (2 +2n)-—- (1+ tera Ea +1), 


其 中 "> БАН, айе тй 
证 明 `л=1Н{,ИЎАЛУ5/. 
W n= k UF, ARAR, ED 


> < - = 2 +20) - 0+2 + + TG + D. 
Y n= +1, {1,2,3,- W ESTE s 有 下 列 两 种 情 
TE 
(i) SPRE k+l Ah S 求 和 所 得 结果 就 是 归纳 很 没 的 结果 ,好 
1] 


(02424) (1 + 了 + 二) 


ШИ YIL І k 1 
GU S 合 Kk+1. 设 5= Í Gis Azs, m+ I, E k+l 
Gjt azt’ + an _ l _ 
ART m t Gar Am 
根据 归纳 假设 ,上 式 右边 一 项 求 得 的 和 是 


1, d, dts., l. 
(1+ 1 I+ d+) (ї+ү)=Ё+1, 


左边 一 项 求 得 的 和 是 
ТСР +2) - (1+2 + Өө tk j, 


1o($) _ ,2 | 1 .1 
- = k +t4k+2- тт (I+ + + +)(k +2) 


_ y2 1 .1. 
={Ё+1)5+2(ЁЕ+1)—(1+——+ + Eri (tk+2) 


2 

命题 成 立 . 

综 上 所 述 ,命题 获 证 . 

一 填空 题 

1. 已 知 数列 的 通 项 公式 是 。 = к: N), a, ЖЕЖ 
值 时 ， = _ . 

l l ! ， 
PIATA Tt t aa ora A 
Т, h T, Т, 


3. WI: lt tah Dl ач 


(n =2,3,4---), MIJ Р jwe 二 
12 


A -H 
4. Sa = 下 (пй єз ЛЕ” 


5. E ARJ а, Р, а= 1,0, +255, = 0(п2), 数列 [3-i 的 
通 项 公式 为 
二 、 解 答题 
б. 弄 数 学 归纳 法 证 明 :对 一 态 目 然 数 ,有 
12 622-6 пв (п E 6226 012 = 
7. f(x) ЕТА ЗОЎ БИА НУО, Р z 20, x, 0,238 
f(xi+ xx) = Ка) + о) 2y Кк) о) 
成 立 .求证 ;Anaxzy= n (х) (а М). 
в.а, Нр, an = 2, ЕВ: Чоп 22 060, 5 + 5+7 + 
Sa- E (85, - 1). 
9. ЗА ЕТЕН: НЕА А л, ат" (а +1)?°°*1н[Ш] 


nn +1) 
а. 


Жа + а +1 整除 . 
10. 证 明 ; Sr a НЕ, 使 得 任意 两 
个 相 邻 的 子 集 之 间 孝 只 一 个 元 素 ( 即 相 邻 两 子 集中 一 个 子 集 比 


另 一 个 子 集 多 一 ATOR REAREA 
П.а, EGRA an = G; O €N, 记 /(п) = (1 — 
arl- a) (l-a) hl- an P АЖ /(1),/(2},/(3›,/(4)%{Й. 


猜测 出 计算 Сн) ВУК ЗЕЛКА Е ЛП EA ДЕНЯ. 
12. 在 自然 数 集 N LEARRA у= fln) WE fn + 1) = 


лм) E O) = 2, 是 否 存在 实数 a, b 使 得 


对 任意 пем йз? 证 明 你 的 结论 
13. 证 明 , 对 任何 白 然 数 n .都 存在 一 个 自然 数 m ,使 得 下 述 等 式 
ДМ: 
{/2—-1)”=/ т-у т-1. 
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BPH FAASEE 


知识 点 和 方法 述 要 


1. 等 差 数 议 , 等 比 数列 
FERI 等 比 数列 


ааа а= Ф) 
(п= 1.2.3: ) 


а, = а + (л l?d 
_опбаү+ аы) © 


п = 


ча, S, = па(ф=1) == j-p (al) 


5 = па + 


Laia, ЖЕШ, М a = 4З 车 ja ван], a = ссд 


"+ 864 IBERE. (其 中 ç EAE, e40) ,反之 成 立 . 
也 , 若 等 比 数列 | a 的 公 比 是 ç, 3 
т JE а. M| а = а". 
a | 是 等 差 数 列 , k. L m. В. а, EFRA, 6,1, п, n € 
f рт ОЛ k + т + пеар = a, ` 
Gm + Gr. ka 
4. 若 j а, ЖЕ ЗЕР], WJ T ha ñi 
n ШЖ S, = оп? + bn(a Б HEHN 


常数 ), 上 反之 成 立 . 


2. 数 列 的 极限 
(1) 如 果 存 在 一 个 常数 4 ,对 于 预先 给 定 的 任意 小 的 下 数 L, б 
15 


有 自然 数 N.E n> N fla, -41<s 恒 成 立 , 则 常数 A 叫做 数列 
| ai 的 极限 , 记 作 lim а, = À. 

(2) 数列 极限 共有 以 下 的 运算 性 质 : 设 lim a 和 limb, 存在 , 则 
ti 

(1) lim{ а, + b.) = lim a, + lim b, ; 


( | lim í anba) = lim z, * lim b, ; 


А a, Jima, 
(Й) т = Тн lim b. 20). 


3. 数列 极限 存在 的 判别 方法 

(1) Ят x, = a, = y (n = 1,2,3.) В. lim x, = lim y, = А, 
lim а, = À. 

(2) 单调 递增 (或 递减 ) 有 上 和 界 ( 或 下 办 ) 的 数列 有 极限 . 

4. 重要 极限 

(1) Jim с = ele 为 常数 ); 

(2) tim =0; 

(3) іт 4° = 0191 < 1); 


(4) lim nsin _ = 1. 
5. AF AA EER a, PATEA 


1 _& ` 
5= т .0141<0). 


BJ Ж H 


例 1 有 四 个 数 ,其 中 前 三 个 数 成 等 差 数列 ,后 三 个 数 成 等 比 数 
列 , 并 上 第 … 个 数 与 第 四 个 数 的 和 是 16, 第 二 个 数 与 第 三 个 数 的 利 
是 了 2, 求 这 四 个 数 . 
16 


解 “ 依 题 设 , 可 设 四 个 数 分 别 为 v- dorat d td) Н 
| 4) ptd’ „в, 


х+ (+4) =12. 

хү=4, [хо = 9, 
可 解 得 | 4 И < 于 是 所 求 四 个 数 为 0.4.8、.16 或 1$5.9.3、1. 
= 731425 — 0, 

£ ”在 等 差 数 弄 和 等 比 数 列 中 、 常 采用 呈 对 称 性 结构 的 设 虎 方 
М.Ш Rd a-d, а, a+d, а+24, °, aq l, а, 
aq, ад, AERE, ЛНВ. 

2 设 ta,i 是 正 数组 成 的 数列 ,对 于 所 有 自然 数 n,a, 与 2 的 
等 差 中 项 等 于 $, 与 2 的 等 比 中 项 , 求 a. 

分 析 一 ”n=1 时 依 题 设 , 有 


a, +2 

> =v28, 
X S = а, 

a +2 

! = 2ai ， 
解 得 а= 2， 

`4 n =2FJ,a,> 0, Н 

„+2 

+2 _ 2, 

S, = a+ as, 
解 得 а, = 6. 


当 m=3,4 时 ,类 似 地 可 解 得 аз = 10, as = 14. 

18 а, =4n -2. 以 下 用 数学 归纳 法 给 出 证 明 . 

п = 1 时 如 前 所 述 , 竹 想 成 立 .假设 x = 时 猜想 成 立 , 即 a, = 4k 
-2, 依 题 设 , 有 
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Ei \4Ё&Ё-2)+2_ Ina 
于 证 ? 一 25. 
解 得 5. = 262.4 nc k+l 时 , 依 题 设 , 有 

акы +2 


е 
=y 25.1: 


Sarl = Әр Okelo 


| „+2“ 
ik (ES) зой + а), 


即 ala- ар +4- 16k = 0. 
«ак = (46+ 2) 11а, + (Ak 2) 1-0. 
[К] ak OR а= 46 +2=4(6+1) -2,n = 不 +1 时 ,猜想 成 立 . 
综 上 记述 ,对 任意 aC №, а, = 4л - 2. 
分 析 二 ”直接 利用 а, 与 5, 的 关系 . 依 题 设 ,有 


可 得 5,= 训 《an +2)2 T 
oo-2)3- (a, +2)°], 
化 简 得 


(алы + aa) anal a -4)=0. 
ШВ а, + а, 0, BY 
йы+1— m, = 4. 

所 以 数列 1a, 是 以 al =2,d= 4 8232 ЭЕ, A а„=2+4(п 
- 1) = 4п – 2. 

#13 ЕЯ а: Р, а, #0. КЕ: а, 1 成 等 老 数 列 的 欧 
点 条 件 是 

1 l __a 


буа 0203 йлуу Әрі 


(п®2) (Т) 


恒 成 立 ， 
18 


证 明 RAAN a | 为 等 差 数列 ,公差 为 d, 
BJ ,. | 


Sn = + ++ 


(1) 4 4=0О,Ц 


DARS. 
(Ï) # 40], 
5 1,1 _ 1 + l l ...d1 l 


É d `a, аз Ga G üp йа+) 
аа 
d ay а 
_ E ， al 01 
а Ql tal 
md п. 


if 


1 * йрй аадар 
СААХ. 
zw БРТ, РЕК НЕ. 
以 下 运用 数学 归纳 法 证 明 充 分 性 ， 
WERE, S, = "Pi —(n>2H !%/. 


| n41 
(ji) "i п= 216, H 
t+ __2 
аа) ааз Фаз 


1 
+ — 


可 得 2ау= а + as. 


ИХ аз, аз, аз 成 等 益 数 列 . 
(Т) УУ n = 上 (2) 时 ,命题 成 立 . 即 S, =a RER a, 


(> 77 Шр» ak. | H 3 2: ЖАУ, k+l = G + kd {d ЖД Зе ), Skal = 
k+l 


+ 
агар +; 
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К l k+l 


— - 


— —— — 
里 


айуу (k ilk 1k42 
Вр karot аз = (k+l)a,. i, 
所 以 ka, + ar =(k+l1)(aí+ kd), 


{618119 аат арж (Е + 1)4. 
从 市 表明 Gls ar, орто бро ЭЕ), п = К+] 时 命题 成 六. 


综 上 所 述 ,充分 性 奖 证 . 
例 4 EMBA aiH iba RE mm = asa bas ba = (һ 
— ир {| 


22). Ч а= р, 5 = (р> 0.920), Н p+ = ТЕТ, 
(ORE: a, >0, b, > 0, На, +6, = 10963); 
(2) 求证 :as + 1= 一 一 ; 


(3) ЖИЙ а b, PH AYM BH, 
证 明 (1) asl 时 ,命题 显然 成 并 .假设 a= k НАВИК ar, 


b 
`In=k+l1BE [N 0< a< 1,88 l- a2 > 0, FE r= > 0, 


арат = афу, 1 >U. 
акы + б, = а, + bia, = (a + 1) б 


_ (ак+1)Ь b; b _ 1 


ХХ —s — v<. 


и 1 - a т-а b 7 


从 题 当 n = 大 +1 时 也 成 立 , 综 上 所 述 , 命 题 获 证 ， 
(2) ЖЕ а, +1 = ®,ЩЕ—— -一 = 1. 而 


tn 
pi 
- 1С i -D= a 
-a 
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Е УДА 


DEDA, = 15 (а 10) 61 (а 0), a, = 


_ nal 
б(т-1ў+1 7°!” a ‚ЙК 


TŁ 


a 

2 2 "5-1 

аыйл = ly" à = аһ * 
н 


ee .PF 
~ pín-—-1l}+l pn+l 
-of i О 
一 (二 


kaa Šel a т: 
= p(l- "ri. j? 
进而 ,有 lim Sn = р. 
例 5 ninad TERHERE л 行 n 列 : 
2 212 буз С Ain 
Ezi an 223 0223 


| 12 лз Enn 
其 中 每 一 行 的 数 成 等 差 数 列 ,每 一 列 的 数 成 等 比 数列 ,并 且 所 有 公 比 
EF EW ay = і, вз = раа 5,4 бу + 222 + 


解 ” 设 第 一 行 数列 公差 为 4, 各 列 数列 公 
的 公差 是 dg. 于 是 可 得 


ича + бл: 


SEA q, 则 第 四 行 数列 
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am = van t3d4)q= 1, 
1 


ap =la + 4) = 8 ' 


an= q + dq = z, 
解 之 ,得 al = d = q = ку. КЮЙ, п? ЛУ Е В, Prid 
ап=0=4= 4. 
对 于 任意 lekan A 
a = аф! = [ant Ck- Ddl С! =>. 


| 1 1 


于 是 5 = 2 +2'52 - АЕ 
12а, ОО 
25 = 2 +2 z3 “+ (n 125 ШАРТКА 
两 式 相 减 后 得 到 
te 1 1 1 .1 
225 5 + + ооа 1 уп +1? 
] ] 
]— 一 
201-2) I 
一 | 1 _ mn anal’ 
2 
ВТЕ 5 =2 – 元- i эл, ЧТК. 


916 зи а 30, а. ERTA a AEA - а 的 等 比 数 
Ж, 
b. = angla l (n=1,2,.…), 
S = bit byte +b (а= 1,2,5), 
(1) 求证 : 当 a< -1 时 ,对 任意 自然 数 n, 部 有 


5, = EE a+ (= DH +n + na)a"]. 
t 
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(2) 试问 : 当 0< ae<1 时 , 基 千 存在 自然 数 好 ,使 得 对 任意 自然 
Жоп. ЕН b,< ba? 证明 你 的 结论 ， 

和 证明 (1) 115,47 

a =a(—- а)® = (- 1) lan, 

所 以 b. = algla,l =(-1)"-laa']glal (n=1,2,.). 
于 是 
= b| + b; + '" + b, 
= ав |а | [1 20 + За? ++ (- 1)" ,全 
aS, = algia 1 (а Хака (1) lna]. @ 

(D + 018 
(1+ а) 5, = aiglal[l- ажа + +(—1)° an! +i lna], 
H а= - 1,93 1+ 050, PTA 

5, = telal e=] i1)" pat], 


BJ Sa = нем! L+- D tla вакво). 

(2) 因 D<e<l, 所 以 jlal = lga < 0. 3 п 是 奇数 时 ,5 = ( - 
l)" ina"lga < 0; 5 ЖЕЙДИ, b. = ( — 1)" пава > 0. 欲求 最 大 
项 值 , 只 须 考 虑 п АЈ. АГЕН k H 


baraz (26 +2)a2 


_ 12 
pe = akp о ГЕ 


所 以 , 当 十 J> lB, ++ Ja? >14- < L is, (1+4)? < 


2 
1. 现 取 m 为 不 大 于 -人 -5 的 最 大 整数 ,由 > bx (< т) 
буул < bal k > т), ВН 
bag Ба зы +2, 
Dama > bsa ъд >77. 
ВРТИ М= 2т +2, 则 对 挝 意 自然 数 nn, 部 有 5, = by. 
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例 7 在 公 比 大 于 1 的 等 比 数列 中 ,最 多 有 连续 几 项 是 在 100 与 
1000 之 间 的 整数 ， 
分 析 BEER] а, ағ, or,… ,ar"! 满 足 题 设 要 求 , 则 nn 项 


TERRE >1. TA r EARN, iE r= yO >q>l,p,q НЛ). 
因 ат = а)" Е, ВТ 7 а, В n 最 大 可 取 p = q + 
1 ,使 

100= а < (852) < < a (£ L"! = 1000. 
如 果 а>, ЖА 


(gt < a (EHe 1000, 


此 时 ngs. 
100-2"! < 42 = a( HH ye- 1000. 
ЈЕ, п 4. 


如 果 ¿= 2,82 
0002)" а( 3)" = a (HH a < 1000. 
9 
此 时 a=6. 

现 可 构造 + = 3 的 等 比 数列 128,192,288,432,648,972. 它 符合 
题 设 条 件 , 且 合 有 后 项 . 

H ЕЗ, п = 6 РК. 

例 8 ААВС 是 边 长 为 a 的 正三 角形 ,又 在 三 边 AB.BC.CA 
FH SA. В, ~、 为 项 点 作 正 三 角形 А,В,С, ‚Н. B A.B =@(@0 
<a < з ). 然 后 ,再 依 此 方式 顺 次 作出 如 图 2— 1 所 示 的 正三 角形 序 
列 АВС, Аз Ву Сз. A B.C... AA, B.C. 的 面积 为 5,, 现 要 使 
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所 有 新 作 三 角形 面积 的 和 У s, 等 于 Ў 

ZA ABC 的 面积 , 试 确定 a 的 值 症 多 少 ? /\ 
解 设 А,В, = х, хо = АВ = а, 

АА, 41 = ул. ША 2-2, 2 hl B.B, . = 

Уһ: 


根据 正 妨 定理 得 
Ха +] _ Fa 
in T ~ sing 图 2-1 
` 3 
所 以 Ya = 2 anisina. D 
`3 
х. X, Z y, + Xx, 616080 十 Yn Cos 3 
3 7 
= 2 Ўв + Хъ+1С080, k 
элен 
X, = 312 ` sing) + 5.16080 


2 万 Tatl 


(4/3 іва + соза } Ху] 


2sin( a 十 一 е Элан 


карыш". 1 
ты 5, lx 1 5 


Asin {a + 6) 


因此 ,数列 | oj; 是 首 项 为 51, 公 比 为 一 一 一 一 的 等 比 数列 


sintia + w? 


由 于 0< we< 互 ,从 而 三 < E T fl <зш(а + 6)<1, 进 而 有 


< 一 一 <l, FA 
4sin2( z + =) 


所 | 一 
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© SAAB C, 


åsin lg + A ) 
] 


т Saane + 
4sin ( ë 十 6 ) 


M, S AAB C _ 
Н КАЙН S лаве = Z Saa ВС, ` 4 
) 1 


了 = Wi ss 
Дыш (a + 6) Деш (a + 6) 


1 -= 


74 С яу. 1 
化 简 得 sir la + 6) = z> 


注意 到 0< a < 了 :所 以 а = 15: 
9 边 长 为 1 的 正三 角形 АВС 的 各 4 
ШЕ п 等 分 .过 各 分 点 作 平 行 于 其 他 两 
边 的 直线 ,将 这 个 半 攻 形 分 成 若干 小 三 角 
形 , 各 小 三 角形 的 项 点 都 称 为 结 点 .在 每 个 
结 点 上 就 置 一 个 实数 ,如 医 2-3, 已 知 
(i) 4、B8.C 三 点 上 上 放 攻 的 数 分 别 为 4a， B C 
д.с; 
(ü) 在 每 个 由 有 公共 边 的 两 个 最 小 三 82-3 
ЯНЕ Bae JE Z rh , РЕН HX: TR и, BUZ НАН ЗЕ. Ж 
(1) 放置 最 大 数 的 点 与 放置 最 小 数 的 点 之 问 的 最 短 距离 г. 
(2) 所 求 结 点 上 的 数 的 总 和 S. „ у , 
分 析 1) 显然 ,所 有 结 点 帮 在 所 作 直 线 
ЖА АВС 的 边界 上 ,如 图 2-4, 观 察 可 知 任意 N | | ) 
一 个 相 郭 结 点 二 前 形 . 可 组 成 梯形 ,不妨 假设 
HAH GERYON x,y,z,&w,v,w, 我 们 可 
证 明 ш, 0, а RIAM E E, MGR 
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+2=7y+psy+z=x+o 两 式 相 加 得 2u = u +. 

由 上 述 结论 我 们 可 推出 ,分别 在 所 作 直 线 及 全 4BC HERA 
上 所 放置 的 数 各 自 依 次 成 等 差 数 列 , 而 等 差 数 列 中 的 最 大 数 及 最 小 
数 必 在 其 两 端 , 故 最 大 数 及 最 小 数 必 属于 ia,b,cl. 

若 a=8=c: 则 每 一 结 点 是 放置 最 大 数 又 放置 最 小 数 ,r = 0. 

车 a,b,c 中 有 两 个 相等 ,不 妨 设 a = b < с, ДЕВ AB 上 所 有 
结 点 都 是 放置 最 小 数 的 点 ,放置 的 数 均 是 а. л 是 偶数 时 ,AB 的 中 
点 恰好 是 结 点 , 故 "= 4 是 奇数 时 ,4B 的 中 点 不 是 结 点 ,与 中 
点 相 邻 的 两 结 点 到 C 的 距离 最 短 ,此 时 


r= | ОЭ С Зат. 
dab ERMS ER -L 
(2) AC 上 结 点 所 放置 的 数 为 e+ Ele- a)(k=0,1,2,--.n), 
BC 上 结 点 所 放置 的 数 为 58+ Ё (е Ь)(Е =0,1,2,-=, л), $ AB ¥ 
行 的 直线 上 结 点 数 依 次 为 等 差 数 列 , 故 
S= $ Hast (с-а) + 3+ (eb)l(n-k+1) 


= (а) + ee s(n- E a 1) 
2 0 2n 


109+ 1) (п + 2)(а + b) + (а +1) (5 + 2) (2с -a - b) 


= 二 (n+ 1)(п + 2)(а + b + c). 


A 


№, A NA a+b+0 qtbic 
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Ж 如 果 将 上 述 结果 改写 为 二 (n+ 1)(n+2)"2+%+e зн 
由 此 作 几 何 解释 ,可 以 给 出 一 个 非常 漂亮 的 解法 :将 同一 三 角形 按 不 
同方 位 放置 ,如 图 2 - $, 再 将 它们 释 合 在 一 起 组 成 一 个 新 三 角形 , 它 
仍 满足 ( ii ). 因 为 其 顶点 上 所 放置 的 数 也 均 为 + b + .由 此 可 得 


和 为 了 (n+ 1)(п +2)(а+ + с), 28 35. Ai S -En +l)(n + 
2)(a + b+ e). 


一 选择 题 
1. 各 项 都 是 正 数 的 等 比 数列 аһ} 中 , 公 比 451, Пэ (Ls s бр 成 等 
差 数 列 , 则 < 的 值 等 于 ( ). 
d4 ag ' 


wS (ву 5+1 ot (D) 不 能 确定 


2. 已 知 数列 ja 1 Йй a TA S, = o, 则 了 二 大 + 
1 2 


а ан ИВТ ( ). 
(л) 71996-1 (в) 197-1 
(с) 7199-1 (D) 
3. 已 知 等 比 数列 ja i 首 项 为 a1, 公 T 
=}, N a, 取 值 范围 是 ( ). 
(A) (0,1) (В) (0,1) 0+ — 
(с) (0,7) (D) 0, DUGDU N 
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=. 
4. ВНЗ a,l Н, 5, = 16,55, = 64, 01] San = 
5. 各 项 为 实数 的 等 差 数 列 的 公差 为 4, 其 首 项 的 平方 与 其 余 各 


项 之 和 不 超过 100, 这 样 的 数列 至 多 有 项 . 

6. 已 知 数列 1a, 1 成 等 差 数 列 , 数 列 | sina, 成 等 比 数列 ， 则 等 比 
数列 的 公 比 4 = 

三 ,解答 题 


7. Ж | a | 是 等 差 数 列 , 如 = (S.C ht by t Я, 


ыз = 名. 求 等 差 数列 的 通 项 а, 
8. ТЕЛ ABC PIIRE a, b,c 成 等 差 数列 , 试 证 си 入 ,cot 2 ， 


оо 了 也 成 等 差 数列 

9. 一 个 只 有 五 项 的 等 比 数 列 ,其 中 每 一 项 者 是 小 于 100 的 正 整 
数 ,五 项 和 为 211. 如 果 S 是 这 个 数列 中 恰 为 一 整数 的 平方 的 各 项 之 
和 , 求 S 的 值 . 

10. 证 明 : 由 正 整数 组 成 的 无 穷 项 等 差 数 列 的 所 有 项 不 可 能 都 
是 素数 { 公 差 不 为 零 ). 


П. 能 否 在 数列 ,7 ,二 去 ,中 , 选 出 一 无 穷 等 比 数列 ,使 


其 和 为 < ? 


12. 右 图 为 一 台 冷 轧机 的 示意 图 . 冷 
转机 由 若干 对 轧辊 组 成 . 带 钢 从 一 端 输 pe 一 
人 ,经 过 各 对 轧辊 亚 步 减 菏 后 输出 ， 
(D WW A ri E HE J < ,输出 带 钢 (第 12 题 ) 
的 厚度 为 8, 若 每 对 轧辊 的 碱 薄 率 不 超过 
ғо; ПРАЛА ЕН 
ЖИЛЕ - 从 该 对 轧辊 输出 


(一 对 轧辊 减 薄 率 = ВА 


(2) 已 知 一 台 冷 轧机 共有 4 对 减 薄 率 为 20% ЛЕ. РТН Е 
周 长 均 为 1600mm. HA k 对 轧辊 有 缺陷 ,每 滚动 一 周 在 带 锁 上 正 出 
一 个 狂 点 ,在 冷 轧 机 输出 的 带 钢 上 , 疙 点 的 间距 为 L, A TETH 
# ,请 计算 Li, b is 并 填 人 下 表 ( 扎 钢 过 程 中 , 带 钢 宽度 不 变 , 且 不 


ZER). 
AUR г ароз | 4 
ea рш 


13. 设 两 个 数列 ia Aib ME а + 2a,+ 3a,y+ c + na, = (1 
+2+… +nñn)b, ,其 中 16,} 是 以 d( 关 0) 为 公差 的 等 差 数 列 . 

К ) 试 证 | | 5223851, 

(2) 若 wx0, 试 求 lim e 6068. 

14. 正 数列 1a Frana H а << < oy 求证 ;数列 i a,| 成 


等 差 数列 前 充 要 条 件 是 
а] _ (n - 1)° 
а-а) 9) G tr-l1 一 4n Gi ap 


对 一 切 自然 数 n SDR. 
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第 二 讲 ”证 明 不 等 式 的 基本 方法 


L 不 等 式 的 性 质 
(1) 实数 的 重要 性 质 
设 aER,bER, N] а> b,a=b, a< b =i R p 8 E — T R. 


a > baa- b > 0; 
а = феа – b = 0; 
а < беа – b < ©. 
(2) 不 等 式 的 基本 性 质 
(i) БЕТЕ. а> bab < ai 
(i) Ж Ж а>» b, b> carce; 
(ЇЇ) 530 Е: а >» baca +c > b+ c: 
(iv) Е |. аъ b> coa>ec-b; 
(у) REMAZAN: o> b.c > d—> a+ c> b+ d; 
(v|) 乘法 单调 性 :a > b.c > 0—ac> be, 
а> б,с<0—»ас< be; 
(V) АЕ FI 26388 HAE: а> b>0,c> d> О ас > bd; 
(МЇ) 正 值 不 等 式 两 边 可 以 同时 取 n {КҖ :а > b > Оа > b" > 
O(n eN; 
(ІХ) 正 值 不 等 式 两 边 可 以 同时 取 n 次 算术 根 :& > b > Оа > 
Jb > O(nEN). 
2. 证 明 不 等 式 , 即 比较 不 等 式 两 边 的 大 小 \. 
(1) 根据 实数 的 有 序 性 .在 证 明 不 等 式 A>B 或 4<B 时 ,直接 


把 4-8 与 0 比较 大 小 ,或 把 和 (4, BER*) 与 1 比较 大 小 ,最 后 失 
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演出 结论 .这 种 方式 从 形式 上 看 ,较为 原始" , 却 是 立足 基本 ,是 占有 
突出 地 位 的 证 明 不 等 式 的 基本 方式 ,不 容 忽 视 . 作 差 后 实行 寻 方 是 常 
采取 的 步骤 . 
(2) 对 于 数列 1 x,1 ,| yni ATF 
x, = Xx) + [ x> — Х|) + (x3 x2) + `+ Ся = TEAD P 
Ya = yit (уз уз) + (уз Ууз) +" Са уһ.1)» 
因此 ， 

(Í) Fr Хі = у, Ң ( x; 一 Xk 1) 一 (ук 一 Yk-1) = 0( k > 2) 9 
24 FE SIEL a оу 均 为 正 数 ) ,那么 „е yai 

(i) £ xi у H ( x; 一 х1) 一 (yk _ y, - 1) < 0( k > 2) 或 
=. 一 HAER IRA х,у. 

Е-1! Yk-1 

在 以 上 事实 的 基础 上 ,借助 比较 方式 用 来 证 明 某 些 不 等 式 较为 
恒利. 

3. 综合 分 析 法 .数学 归纳 法 , 反 证 法 是 证 明 不 等 式 的 三 种 基本 
方法 . 

(1) 证 明 不 等 式 常 采用 综合 法 或 分 析 法 .具体 地 说 ,所 谓 “ 综 
£ TH НАЖ", A ЖЕШ Ж, КЛАРА, ЕЛП, РЕ ЖЕРЕ, 
重要 不 等 式 等 逐步 推进 ,证 得 所 要 证 的 不 等 式 . 所 谓 " 分 析 , 指 的 是 
执 “ 果 " 索 “ 因 ”, 从 谷 证 不 等 式 出 发 , 层 层 推 求 使 之 成 立 的 充分 和 茶 件 ， 
直至 已 知事 实 为 止 .综合 与 分 析 , 二 者 常常 结合 起 来 使 用 . JA RB ЕВ 
度 看 ,应 该 说 ,所 有 不 等 式 让 明 都 离 不 开 综 合 与 分 析 . 

СП) 数学 归纳 法 是 证 明 与 自然 数 n 有 关 命 题 的 常用 方法 .不 少 
不 等 式 与 自然 数 n 密切 相关 ,它们 的 证 明 有 相当 一 部 分 得 益 于 数学 
归纳 法 . 

( 诈 》 友 证 法 是 从 命题 结论 的 反面 人手 ,经 一 系列 正确 的 逻辑 推 
理 , 引 出 矛 质 结果 ,从 而 确认 所 要 证 明 的 结论 成 立 的 一 种 方法 . 它 在 
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不 等 式 证 明 中 也 是 基本 方法 之 一 . 


да ан 


1 8 х,у,:ЄБ,а, Б. c&R* ЖЕ: 


b+tca c+a, a+b 
—x + y + 
a bp Y 


证 明 作 差 , 记 


_ b+ c tua 3 a + b 
A= — x + y + n 


22 2( xy + yz + zx). 


22-20 xy + yz + zx). 
因为 a,b,cER* ,所 以 


= = (22 + y ~ 22у) + (Ža? + 2 — 22х) + 


(+> + 2 - 2yz) 


т by. к -ү Ө + р-у 9 
命题 获 证 . 
例 2 已 知 0<x<1, 求 证 : 
Пор, (1— x)l > ilog, (1+ х)1. 
证 一 ” 作 差 ,并 分 两 种 情形 . 
(j) 4б<а<1 В, Н О< х <1, É% 
| log, (1 ж) 1-1 log, (1 + х) | 
= log, (1 — х) + log, (1+ x) 
= log, (1 — 22) > 0. 
(й) 3 a>1BF N 0<х<1, 4 
| log, (1 — x) | -| log, (1 + x) | 
= — log, (1 — x) — log, (1 + х) 
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= — loga (1 — х2) > 0. 
综合 ( |),{ ji ), 知 不 等 式 成 立 . 
证 二 ”因为 0<s<1, 所 以 Пов, (1 — х)1>0, Пов, (1+ x)| > 
0, 有 


| log, (1 - ж) | 


log, (1+ x)! ` | Тойу) (1 ж) I=- ga, (1 - z) 


1 1+х 
一 йорт) l] — z = Іов.) 1 – x? 


> loga; (1 + z) = 1, 


所 以 不 等 式 成 立 ， 
例 3 nEN, 证 明 :1+ 2 +e + 二 > 


МЕНН 设 各 =14+ 六 二 二 -Э*— FE x) = з= . 
q k>2 时 ,有 


_ _ 3k __3k-1D __3 
YET 2-0“ КҮЛ 206-10) +1 4802-1 


从 而 (xk 一 хр) 一 (уд 一 уул) 


I 3 k — 1 
= Лай рае) > ” 
故 不 等 式 获 证 . 

例 4 对 于 实数 ra sna + ху + + x, = 0, ЖИЕ, КА 
式 xx + хуз +" + X, län + злу <Ü TE n=3,4 HRS, n> 5 WF A 
成 立 . 

证 明 (1) # xi + x2 + хз = 0, А, 

X)Z2 + ХзХз + 2321 
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е + Xx; + х3) 一 (z + x2 + xš) ] 


-- yG +} а) < 0 
(2) Ж x) + X. + ху + x (= 0, ВАА 
XIX; + X2X3 + 1324 + X4X) = (ху + xa) (xa + Ха) 


X| + Ху + Ха + Xj 
s (—— = 0. 


(3) 当 пь5 Ё, xy i= x. = 1, = -2,835 xs= xs =U = x, = 
О, 此 时 хү+хо+ + x, = ОИН 
хүхэ + хайа + 77+ Xp 12; + x XX I = Í > 0, 
R| їй ЖЯ RS. 
上 述 证 明 ,主要 采用 综合 方式 ,以 下 就 分 析 方式 举例 说 明 . 
#15 CA nEN і: 
i l! 1 ) 101 l Ly 


t+ 

iE RH PEDEN, НЕН 

паа D> (n+1)(Ç rpg). 
|} 

Фак лз Вр 

Pratat t т), © 

OAA В 


1 1 1 1 


l l l... d). E +… + — 
2 4 6 2n 2 4 2n 


- 3 (T+ 4 +" +) +а( + Ç + +9000 
ERO, ERTEN HB 
i 


及 六 + 二 二 (5) 
п 一 n 
RL. GO , 仿 的 成 立 是 明显 的 К PF 8KYF SSK ДИ У. 
#6 BA n ЗЕ] ху, t, x, 满足 条 件 ; 
X| + x, + '"" + x, = Ü, 
хїү+хў+ + х1 = 1, 
其 中 xj ,x*2,… 中 最 小 者 为 ,最 大 者 为 ,分 别 记 作 а = min] xi, 


1 
x) "x Б = max} хр хо, ХА}. ЖИЕ: ab = -_ 


证 明 只 须 证 明 


1 + nab = 0. (D 
根据 题 设 条 件 , 中 可 改写 为 
Xt b) + nab < 0. 
@ 
四 又 可 改写 为 
[жї (а + bxi + ab] + [x3 — (a + Б)х + ab] ++ 
[х2 — (a + b) + x, + ab ] = 0. (3) 
现 只 须 再 证 明 
хї-—(а+Ь)х+ ab<0(i=1,2," n), 
Ep (х;—-а)\х,-ф)<0(:=1,2,°,п). (a) 


DARIO , СОВИ ИЕ. 
+ ”将 中 改 为 四 ,基本 例 分 析 中 关键 一 步 .这 一 " 妙 着 ”与 发 据 题 
设 中 所 隐 含 的 关系 (xz – а) (5; -58)<0, 可 以 说 是 一 胀 相 承 . 


Hi7 Е a bER , 且 工 + 二 = 十 试 证 :对 每 一 个 PEN 
(а + В) a — b g 22" – 291 (Т) 

证 明 (1) пту, КАСЕ АНУ. 

(h) 假设 n= 上 时 ,不 等 式 (D 成 立 , 即 有 
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(a + Б) — аб ~ b > 22k — 2\1. (2 
那么 
(а + ЁТ! _ а>?! _ br+l 


= (а+Ь)[Ка+Ь)*-а*- bt] + ab + ab. (3) 
Ж к 1, ab =a +b. X 


1 l „—2—- + 
(а+Ь)( + р) 227 ab ZA a CR ), 
所 以 
ab = G + b > 4. 
@ 
从 而 
ак + ab? > 24 аф • ab > 2: 2 = 2%+2. 
@ 


将 四 0, ORAO, 1® 
(a + pyt _ абі _ pit -e 4(2* _ 2k+1) + Dk+2 
a P) _ 2442, 
所 以 , 当 n= k+l it PEADRA. 

综 上 所 述 ,命题 获 证 . 

例 8 ajay, a, 是 互 不 相等 的 正 整数 ,证 明 ， 
(altaat + а) + (al + a) + + а) 
> 2( а + a3 + саз), 

证 明 (1) n=1 时 ， 

al каў >23 ај‘ aj = 2001), 
不 等 式 成 立 . 
(у 假设 = = 天 时 不 等 式 成 立 , 则 当 n= k+l ВТ, О а; < 
аз < < a < ауу, PENGUN 
2(aY + Q) +" + аў + аа) 
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= 2(al + q3 + + 03) + даз (а + m+ + al) +2а%. 
D 
由 归纳 假设 ,有 
2(al + аъ + 0132 = (al + oÍ + `` + а) + 
(а? +a) +7 + G), © 
HEREA n = k+l 时 成 立 , 由 从, 加 知 只 须 证 明 
4(ай+ аз+ + allaka +2at maka tal, 
ВЕ Alal + а+ + а) + 2а}, ужа, +a 1. © 
事实 上 ， 
al + +ар&1°+25++ (а, = 1) 
_ [ka (eka 一 ) р 
= [8650 Р, 
所 以 
Аа + 二 于 … 二 GE) 十 2 
= д - ЗА 2а}. 
= akl + а$+1. 
HORR, DEAE n= k+l AR. 
综 上 所 述 , 对 一 切 自然 数 mn, 不 等 式 成 立 . 
хб х„ +3) . 

例 9 CH x >0, 5,51, Н x. = ср ("Є №). МИЕ: #0 
НЕЕ АУК n ЯВ tn < x. 141, 或 者 对 任意 自然 煌 n 
都 满足 mm > жуу]. 

证 骨 $i 

(+3 _2х„(1-хї 
ыт бозо ур Ж = зүү 
_ 2x (1 + х„}(1-—-х„) 
T Зх? +] Ф 


依 题 设 ,显然 х, >On EN). АТД х„,,— х, SJ 1— x, 的 符号 相 
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同 ,以 下 再 分 两 种 情形 . 
(1) 车 0<xwi<1, 利 用 数学 归纳 法 证 明 1 - x > 0. п =1 时 情形 
TAR., Bi? n =k ff,- x, >0, TE 


х(хї+3)_ (1-х) 
1-җы = l1- = rt > 0 

综 上 ,对 一 切 自 然 数 ni- an > 0, AADA х, >л. 

(ü) # xl > |, 同 理 可 证 ,对 一 切 自然 数 а, х,а. 

Ж 上述 证 明 的 可 贵 之 处 就 在 于 先 作 差 将 问题 归 铺 到 (1 - x.) 
的 符号 ,造成 明朗 局 势 ,再 施行 数学 归纳 法 就 只 是 举 手 之 劳 了 . 若 一 
开始 不 分 青红皂白 强行 实施 数学 归纳 法 ,势必 明 到 一 系列 麻烦 . 

110 设 实 数 ao,aj,…,a, WE: ag а„=0,Н 

ар — 241 + a> > 0, 


а, — 2аз + аз > Ü, 


全._2 一 2a 1 + G, > 0. 
WEH: agil k=1,2, n - 1). 
证 明 Bi a.(k=1,2,…,n - 了) 中 至 少 存 在 一 个 正 数 ,不 妨 设 
a, EF Y| a, аз, a4. 1 中 第 1 个 出 现 的 正 数 , 则 aj 0, оз 0, 7 
а‚_ү<=©, в, > 0. 于 是 


а, 一 8..1 > Ü. 


Н, А 
арар бр аа — ар (k=1,2,- n -1), 
HMA k= г 起 ,有 
a,- ал-|®@„-1— G. -22 "a, — а. 1320, 
从 而 а, 2 a,- 12" > 20. 


与 а, = ОФ). ОИ. 
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一 ,选择 题 
1. a,b,c, dERH й>с,а+БЬ=с+4,а+4<Ь+с,И 
( ). 

(А) d> bryaye (В) b>ece>d>a 

(С) b>d>ex>a (D) b> d> a> e 

2, ika<b<c<ad,z=(a+b)(c+d),y=(a+e)(b+ d), z 
=(a+4d4)(b + с), ( ). 

(A) x< y < z (B) x<: < vy 

(C) y<x<z (D) ;z<y < x 

3. #1>2а>0,Д[А=1-а?,В=1+ 2, с=т, D= 1 
的 大 小 顺序 是 (、 ). 

(A) C> B>A> D (B) B>C>A>D 

(C) B>A> C> D (D) B>C > D> A 


4. 于 列 下 个 命题 : 
DË а,Ь, сЄК',Ва+ь= с, аз +Ь3 > с3; 
О а+ Бъ е= 1, М alt ba etad 


3: 
j4 b ` 
DE c>a>b>0 Wi > р: 


Da, bER, 2a> bti EXT x РВА + ax + b = 0 8 3: 8 
的 充分 必要 条 件 . 


其 中 正确 的 命题 有 ( ). 
(A) 1 + (B) 2 个 

(с) 3 个 (р) 4 个 

二 、 和解 答题 
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5. Bf a+b=1,a, bER, RIE ак е. 
6. 已 知 0<a<1,x +у= 0, RHE: 

loga (а + 27) «12+. 
7. ЕЯ а>0, n2, пЄ N ЖЕ: 


l+ a+" + а" n+l 
— Y 1 


аъ аъ + а п 1 
8. EA a,b,c ER? Е: ас (ас) 3, 
9. СШ р,9,г 为 非 负 实数 , 且 р> + а? + г =2,3KuE:p + q + r 
-ppr < 2. 
10. Ж а, ЄВ" (i =1, 2, :- п) B Sa = Zb, RIE: 


11. 对 于 自然 数 n a3), ФЕ: п> (n + 1)". 
12. Ж а>0,а#1,һ©Є м, Е: 


1 +а2+ аж + а" n+l 
3 5 -i 
a+ +m + +a ñ 


13. Ж O=:i=1,0< х.х, 19579 x Sl, ЖЕ: 
(1+ xf x) + +з)! &1+х\+2' ly, +e пд. 
14. Ш у= ах + bx +c,a, b, e CZ,lal = 1,99 x€ Z hf, fi 
y>0, 证 明 : 了 4ac <0. 


15. 设 a € NWE: H a2385 时 . 必 有 
[5]+[$]>[$]+2. 
其 中 [x] 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 
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БИН ”证 明 不 等 式 的 几 种 重要 技巧 


СИЯ .变量 代 换 .构造 都 蚌 证 不 等 式 的 重要 技巧 ， 
1. 与 等 式 的 证 明 不 同 , 在 不 等 式 的 证 角 中 经 常 采用 放 缩 .所 谓 
“ 放 缩 ” ,就 是 欲 证 4 关中 可惜 助 一 个 或 多 个 中 间 量 ,通过 适当 的 放 
大 ,使 得 
B= Ву, B gy, В, Br В, <А, 
或 通过 适当 的 缩小 ,使 得 
AzA, A2A;.- A... 2 A,, А„>В, 
利用 传递 性 ,证 得 所 要 证 的 不 等 式 ， 
2. 对 委 构 较为 复杂 ,变量 较 多 ,变量 间 关 系 不 其 明了 的 不 等 式 ， 
可 适当 引信 新 变量 ,通过 代 换 ,简化 原 有 结构 ,实现 某 种 变通 ,给 证 明 
的 成 功 带 来 新 的 转机 . 
3. 构造 是 证 明 不 等 式 的 又 一 重要 技巧 ,针对 所 欲 证 不 等 式 的 特 
点 ,展开 类 比 、 联 想 , 抓 住 知识 间 的 横向 联系 , 枸 造 出 图 形 . 数 , 式 , 函 
数 等 辅助 工具 ,实行 转化 ,达到 目的 . 


例 а 精 讲 


例 1 ЖЕЕ: «рав < пп >®2). 


2 2% – 1 
证 明 (1) 先 证 有 边 不 等 式 . 
PES ` + ! 
2 2" -1 
= 1 + (= 二 ) + + ) 
2 3 27-1 nl +1 2" —1 


1 | 1 1 1 
<l t y)+' +С + рл + +) 


一 
pela 
= Н. 
(2) 以 下 证 左边 不 等 式 
[+ Ç +7 + ! 
2 2" 1 
1 1 . (l 工 1у 1 
> 1+5 +[4 + а) + + (ое + >a + + >=) >" 
— 
le 
= 1 + — 1 > n 
= t Tga? 27° 


例 2 BE o5, a,i = 如 + 区 -求证 : 
45 < xim < 45.1 
分 析 放 缩 势 在 必 行 .最 直接 的 做 法 是 


X, = (х„—-х„_{) + (x,.1 — x.) +77 + (x —- х0) + xo 
| 1 1 1 1 
= +" + до, 
Хв} Хһ 7 х1 х0 
PA] BI 


Š = xo < X| < X> < *"" L Xps 


-- 次 不 行 , 则 多 次 分 段 放 缩 ,目的 可 达到 ,只 是 计算 繁琐 , 为 缩短 这 一 
过 程 ,进行 “ 升 次 ”; 
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2 1\2 2 1 
x л = (а +) = +} 2+2, 
L 


从 而 ,有 
x 


取 上 =0,1,…,n, 四 加 妈 得 
sin-an Dhe) O 
tü £l Tr 
HDi xion 一 xå > 2 x 1000. 


] 1 
xio = 2025 + (— + +" + — 
x XI Tog 


) 


l l 
+( + 5 
2100 Алу) 
< 2025 + 100, +F 
xü X 100 
100 900) 
25 +2 х 100 + 25 
< 2034.01 = (45.1). 

i£ 适度 是 施行 放 缩 的 一 大 关键 所 在 , 既 不 宜 放 得 过 大 ,也 不 宜 
It K. 

例 3 ЖИЕ: 


< 2025 + == 


1 
14996 < 一 + < 14997, 
КЫЛАР: 


分 析 对 y is зй, 


2 
— = — ,—  “ _ 
Zk 27k ХЕ ъъ +k 


VR 
к ОСЕ 31-7) 


атрро V (k + 12 - Z 
МЕСЕ + 1) 


Ува) + УЕ) +? 
ы = 8] 


+] 
у k 
. 2[V (à + 2 УИ] 


1 
1+5 


22001) - 2 В). 


(ЛЛ СЕ 10). 


2<3k-3 7 ЕСЕ 1)? 


3k - 2 > 3 k(k - 132 


(ЗЕ - 2): >27k( k - 1). 
ЖЕО У, MOARI. 
到 4.5 41, 并 求 和 ,由 四 .四 可 得 


3 ay l 1 
(УП + 1#-У/) < f; t 8 * 
200) - 72). 


_ 1. 
+ у © 


я VOV (PF 1040322423 2, 故 
由 人 雹 可 得 所 要 证 不 等 式 . 

Ж ”证明 与 数列 求 和 有 关 的 不 等 式 . 放 缩 一 一 错 项 相 消 一 一 达 
到 日 的 ,是 施行 放 缩 常 了 采用 的 三 步 曲 ， 

例 4 设 e> 1,nEN;,n>2. 求 证 :中 -1<2= 


证 明 设 x=Yg-1. 因 a>1, 故 x>0, 且 有 a=({1+x)", 于 是 
a-1 (1+х)”-1_ nm _ 


= > = x, 
n л п 


所 以 


-1< 4H, 
ti 


+ 本 例 中 证 明成 功 的 关键 就 在 于 通过 变量 代 换 ,改变 了 问题 
的 结构 ,进而 沟 道 了 不 等 式 两 边 的 联系 . 
例 5 设 xENGi=1,2,…,6), 有 日 


Xi + X> +*'" + X6 = jt U Eg’ D 


求证 : l< = 2. © 
证 明 ”由 人 起 知 正 整数 x1, хо. ,xs 不 可 能 全 是 1, 故 四 的 左边 不 
等 式 成 立 十 分 显然 . 
ЖИ namns жу > 1(1 Ёё 6), ЖАКА НУТ, Е 
E. x= l+ y(i=1,2,: k), у> уз =” 2 yy =1, ОКВ 
у + у + Уз + + у +б= (1+ ур) (1+ уу) (1+ у). @ 
(QK КАРК 
y| + Уз + + Уб. Ф 


XI + X2+ + Жа 
6 


若 ke3, WMA 
(1 + ytl + у С + yk) 
46 


=1+{уу+уз+ e + yk) журу + урур + Узуз + + Улу; 
++ ууу 3 


>1+2( yr у + + ур), 


@ 
由 地, 二) 得 
yi + Ya 十 ”十 y, = 5. 
# k= 2, ОКИ УУ 
yi + Y + 6 = (1 + y|) (1 + у), 
Вр 
1 + уу = 6. © 


1+ууз=у+ yti eyl- уо) >У + удз 
СЕНО), DHOORE. 
WEN kel УСО). 
Йб 8 х, у,::20, H х+у+г=1, Е: 


D 


Олу + yz + zx — S у. 
, , 1 2 
ШАН УЕ хту>а,Й лг zSz ty 

H. 


2 


2xyz < 3 XY = xy, 


故 


хү + уг + zx — 2xyz > 0 
Ër+y=4+0, = —д,б<дчсу,Ш 
ху + yz + Zx — 2xyz 


гк + y) + ху\1 — 22) 
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zx + у) + (57) -22) 


А 


-D +8) + (a PG +28) 


7 82. | 7 
27-2020 < x 
综 上 所 述 ,所 要 证 的 不 等 式 成 立 . 

+ ”参数 的 引进 ,可 以 把 革 些 不 等 式 转 化 为 等 式 ,以 便 对 数量 关 
系 作 深 一 层 分 析 . 

例 7 а Ек, vvEE-v2 421,0 
HE: 

Cu- o} 6 2а - 2) 8. 
Е R AERA 

d = v ( x2 一 х\)? + (уз 一 yI). 
根 号 内 的 部 分 .构造 点 Р(и,/ 2-и°),0 
(o, >), 8 4- 1 所 示 , 点 P {ЕЕ х2 
+у*=2(у0) t. A 日 位 于 双 曲 线 xy = 3 在 第 一 象限 内 的 一 支 上 . 
ГРОТ 恰好 表示 不 等 式 的 左边 . 

显 见 , 当 P.Q 分 别 是 直线 y = x BER a+ у = 2( y>0) XK RH 
线 红 wy =9(x >0) 的 交点 时 ,1 P01 取 最 小 值 .此 时 Р(1,1),0(3,3), 
IP0| =242, I PQ IP = 8. 故 不 等 式 得 证 . 

例 8 CA rER, x0, WE: — <3. 


图 4- 1 


] — 2” 
* x — zx _ = | 
证 明 80а) - Q 2 MI 
一 x x 
Ж-а)= туз t 9 
M 2 | 
2" 1 2 
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x х 


2 2%] 


А 
жоу Й). 


; 
toja 


Ë CERRAR. 
4 x>0BF, Я Aa) REBAR, х сов, а) 


<0, 故 对 于 ER, 10, A fls) <0, 妈 一 一 <, 


1-2* 2 
@ 9 Б 0а о(:=1,2,3,4). RHE: 
üi + d; s ау + üa _ Ga + 2203 + азба + 2401 < 2, D 
а? 


分 析 Од 


аба — as) + а(а. аз) + аз 


la- а) + ala- a) @ — 
如 图 4-2 所 示 , 左 边 每 一 项 都 是 图 中 一 个 
矩形 的 面积 . 因 这 4 个 矩形 至 多 将 以 为 С 
边 的 正方 形 覆 盖 2 次 ,所 以 ,这 些 和 矩形 的 面 ш та 
积 之 和 不 超过 20’, 不 等 式 四 成 立 . 

我 们 还 可 以 从 另 一 角度 考察 不 等 式 ， 
下 利用 构造 函数 方式 证 明 不 等 式 ， 

构造 关于 a 的 二 次 函数 

Ка) = 2а? – (а + ау + as + оц) G + (борау + азаз + азад + 
аза |) (3) 

不 妨 设 а = шах} ау, az, 03, ad „Ш оЄа, + о), а) Е 
La ‚+ o ) 上 上 单调 递增 ЕЛ ДЕ: a = d] 时 ,有 

fila)min= аў — aja, + азаз + азад = 0. 


MORRI. 
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і. E% а>б,а&],Н at -2a+1=00( C N, п:=2). ИЕ: о < 


2 
(n - 1) а, 
2. W лЄМ,п;>2,ЖИБ:1од„ (n + 1)> log (n +2). 
1 3 28-1 1 
3, 已 知 EN RE: < 2 4 УН < 


4. BR хЄВ'(1=ғгєл,п2), 求证: 


х 2 Жа. | Yn 
= + — + **—* + —— gn-l, 
ttr xatta X At X, X, + X| 
5. iZ a20, b20, c20, Н a+ b+ с= 3, ШЕН 10 
G | b , — 3 1 1 ñ 1 
] + е2 l+ ё? АЛИ I + c 
2 
6. Ё а>4, 证 :是 & 二 到 > 1806-2). 
о> = > ` 12 
i 
7. l,m, n€ Zt H 1+ т<2вһ,Ж———®/—— <1. 
1+ (x° + y)" 


8. W a,b,c 为 绝对 值 小 于 1 的 实数 ,求证 :a + be + ca + 1 > 0. 
9. 证 明 , 对 任意 正 数 x,y, PEA, 


2 2 
М + ay + y + 5 + 2 > V Z + zx + х Ў. 
25 


10. меген ет пава аео. 


аб 5 a-b 
.已 知 a>58>0, 求 证 :* > rb 


12. 5 Üj» b|, ei, Чо» КИ К, 满足 (LJ > 0, 02 > 0, aic = bis 
arci 05. ЖИЕ: (G + alet со) > (bi + b3)’. 


13. 已 知 x,y,z>0, 并 E х 


і + у> 1+2 
50 


+ ха) 4x1X2X3X4. 
15. фт x€ Rt(íi=1,2,", в, n>2),2K uk: 


2 2 2 2 

51 х2 Хр | Хн 
— > + +; +” 
Хү Tx Xy XIF X3X4 X. - 1 t Xai Yr T XI IX2 


=n 1. 
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第 五 讲 ”四 种 重要 不 等 式 


知识 点 和 方法 述 要 


I. 平均 值 不 等 式 
(1) BE a1,a2,… a, Яп 个 正 数 , 记 А, = 


= aar” A rara" аһ, ,有 À, > Ç, APRN a| = q, =" = a, 时 
等 号 成 立 . 

上 述 个 等 式 称 之 为 算术 一 几何 平均 不 等 式 ,简称 平均 值 不 等 式 ， 
它 表明 п 个 正 数 的 算 本 平均 值 不 小 于 其 几何 平均 值 , 它 的 应 用 既 广 
те Н.Н ЛЕ. 

以 下 给 出 均值 不 等 式 的 两 种 证 明 ， 

证 一 m=2 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 假 设 п = 上 时 不 等 式 成 立 , 则 
У п= +18, 


ti + d> + "+ а, 
—, Ç, 


От + a + `" + Ekal 
k+l 
G) + G> + + ак + (k —1)А,,, 
ш Zk 
ti 十 G5 十 ”二 GL Akl + ( k _ L) Ap] 
w + 


k 


А, 一 


2 
i g, y ЕСІ 
атаар +V Gk. А | 
= 2 


з= 


қ каз k-1 
25 V y ара ay V kt Akel. 


2k k- 
从 而 Ака ааз aak AR 
z k+] 
化 简 , 得 Ap = / Er 


xH 2j = d> = *"' = ay = (r +] = Ак Ft, УКВ. 
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证 二 不 等 式 可 改 与 为 


$x = 广 :(i=1,2,…,n). 显 然 我 们 只 须 证 明 如 下 辅助 命题 : 
对 于 正 数 zi( f= 1.2," ,nn), 有 tj a = і, 


Х| + x; + `" + x, 2> n. D 
施行 数学 归纳 法 ; 

(1) mm=1 时 ,的 式 显然 成 立 ， 

(j Rit n =k ЕЕ, ФАУ. 5 n= k+l Bj, AF n СК? (i= 
1,2, k+l qare LA gn = xk. DATARE 
导 . 否 则 ху, ко, 41 中 至 少 有 一 个 太 于 1, 一 个 小 于 1, 不 妨 设 % 
> 1,2331 LL Ê yy = хрх ARA yry ха a 1. HBA, A у, 
+ x+" + XL > k , Ж 

Xi + Aksi — )1 = Х| + Жр — ХХ 
=~ (x – 1) (р — 1) + 1 > 1. 
故 
хах ++ Дуу > K +]. 
`in=k+1Bj DROL. 

综 上 所 述 , 对 一 切 自然 数 n, DARSE. 

(2) 添 项 .特别 是 座 “1 "于 乘积 中 是 运用 平均 值 不 等 式 的 一 种 重 
HRT. 

2. 柯 西 不 等 式 

(1) 设 有 非 零 实数 组 al ,ee 及 实数 组 5., bast, bno N 

(aibit mbat + айы) s= (а ъа ++ at) 

(I+ + + 51). Ф 
HHRH Б, = aai(i = 1,2，…,a) 时 等 导 成 立 . 
以 上 不 等 式 称 柯 西 不 等 式 .证 明 如 下 : 
构造 二 次 函数 
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Ка) =(а{+а{+ + а)? +2(абу+ ауду t+ + аф„)х + 
(+++), 
因为 af + al +e + al > 0, Н. 
f(x) = (арх + Ву)? + (ах + bx)? + (ах + ba)” > 0, 
所 以 
Марбу + афу + + ab, F ~ Аа? + аё +7 + а?) 
(Ы. br + 62) = 0, 
即 得 
(ajbi + azaba + `" + аб)" 
(aft ali в) СБа b+ + bi). 
HAHAH ах + 5, =0(i=1,2,"" ,7),B о, = Ab; 时 取 等 号 . 
(2) ФФ b = 6,=… = b, =1, 即 得 
(ар+аз+ + a) g паї + а + + а). 
(3) 在 平均 值 不 等 式 和 柯 西 不 等 式 中 可 引信 参 数 ,如 
(arb i + ab; + зе 十 а,Ь.) = (Аа) + (Аза)? + """ + (А„в„)*] 
[CAT b)? + СА 5) + + CARD]. 
结合 待定 系数 法 ,使 平均 值 不 等 式 和 柯 西 不 等 式 的 运用 更 具 活 
为 ， 
3. 排序 不 等 式 
(1) 设 有 两 组 数 al аз, 7а. зБ, 62077, В, ДЕ 
dn 
bi = b, = "` = ба, 
则 有 
ab, + азр +77 + ал, 
= оа, + азб, +77 + а, 
= ару + aba + С + о, 
Ша, сс. = 11,2,… ni. 
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以 上 即 排序 不 等 式 , 也 可 简称 


FPF A = ñL FF ЖИ = [Н] PF lt. 
ШАВ (i) 因为 
(a, - а), — b, )=0 (ER, RER), 
所 以 a,b, + аб, > asb, + а, . 


车 b, = balk < n) ,根据 上 式 有 
ab, + од, + + Gb, + "+ anbi 
= вуд, + azb, 二 二 


Мж b, =-1(r<n 一 1), 同 样 有 
aib, + azb, + tab + + ob t+ абу 


= ab, + аб + `“ + Gb, + + абу + anb,. 


继续 下 去 , 即 得 上 述 右 端 不 等 式 . 
(108 ре, Н 
- bí >- бә 2 — фа 2: 7 Z — ba 
ADHA 
(— bajag + (— bapa + o° + (— bi)a, 
> (— b, Хар + (— b,)a + "= + C- b, )а,. 
两 端 同 除 以 - 1, 即 得 上 述 左 端 不 等 式 ， 
(2) 排序 不 等 式 在 不 等 式 证 明 中 也 占有 重要 地 位 ,和 柯 西 不 等 
式 十 分 相似 , 它 的 使 用 首先 在 于 能 根据 需要 ,合理 地 构造 出 两 组 适当 
的 数 ai aat an Sbi, bat, Da: 
4. 会 绝对 值 不 等 式 
(1) HFE a, A -lalgaglal. 
(2) 对 于 实数 a.b, A lal-lblgia+blglai+lbi Sq Ef 
当 a,b 同 号 或 ea, 中 有 一 为 零 时 右 端 不 等 式 取 等 号 ;当日 仅 当 | al 
>= bi а,Ь ж 819 ЬУ] ЛЕШ АДК. 
推论 1 对 于 实数 a,(; =1,2,3,…,n), 有 
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laitast'+al=lal+lal + +la,l. 
推论 2 对 于 实数 a,b, A 


lai—-iòlgla-blglal+ Ibl. 


例 题 精 ih 


例 1 E a > b> 0, RIE: 
(2а + -7 = 10 

并 确定 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . 
证 明 因为 a > 8>0, 所 以 a -6>0, 根 据 平均 值 不 等 式 , 有 


2 
0-0 =6(а- 0) (асру ш. 


所 以 3 12 个 
从 而 


5 
> 5 | (EVP = 10. 
@ ,@ 同 时 成 立 的 充 要 条 件 是 

р-а - Ь, 

а A 

/2 a 
成 立 , 即 当 目 仅 当 a =Y3.8 = 如 时 ,不 等 式 取 等 号 
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例 2 若 a>l,nC N, KH: 


ШЕ Hj a > 1, 故 中 等 价 于 
lart _ atO] а-а" 
я +2 n 


也 就 是 па жа. оп 


n+l 


OREM =at a 十 а”? + а^") 
— 


> att аЛ eg “ас” 
n+ — 
p аёл x a "= a. 


所 以 ,不 等 式 名 成 立 , 原 不 等 式 得 证 . 
013 求证 ,对 任意 自然 数 ,有 


(1+—)°<(1+ 


1 + 1 
+1? <3, 


1 
n+l 


ШАЯ ORAA PRAT 1,6 
1+ +" 


п +1 


(14+) > (1+ 


+? > 2, 


L(+)" < 
化 简 , 即 得 Gripea, 
加 式 也 说 明了 x, = G++)" EE n 递增 . 
лат п (т с) ,根据 平均 值 不 等 式 ,有 
5 


1 
—+n(l+—) m +I 
1-6 n | О+ р", 


n+l 


化 简 得 G+$, 


进而 (1+ 2) < (69 3. 
由 х, 的 单调 性 , HI 
1 n+] 
G <3. 
间 样 ,有 
A 
тч A 
п + n +2 
z HN n +] n +I n +2 
化 简 得 (te (atau, 
n + 2 n+? n+l n+] 
从 而 сер < 
' Ал»: l naal 
РТЫ (1+) > (1+) 
n+l 
x "+ уз "Тажы 
u n +3 V m + 2 i 
n+l.,a+2 
有 2( 12) <1, 
1 п+2 


EIRE, PRAOD, OFE. 

В] 4 设 x, y, z,w 是 四 个 不 全 为 零 的 实数 .求证 : 
xy + 2yz + 20 -2+1 
124 уа 2+ и 2 ` 

证 明 对 于 oa,8,vER* ,有 


a x + ү? > 2аху, 


2 „2 
BY + 2? > 2Byz, 
uz + ш? > 2uzu, 


Вр 
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| 整理 得 


а: 


7 ш” 
z? + G = + В)у? O+ 2) + 5 


2 
D aya ya ги. 


A a_l _ l b HE 

Ë 2 72a th- gt) 2° 

Р. а 2+1 

解 得 >= 2 

MTA 2102 уг аа) рлу +252 + ао. 


PAIRE x2+ y2+ z2 + ww, 即 得 所 要 证 明 的 不 等 式 ， 
例 5 CAKA a,b,c,d 满足 
a+bic+d = 3, 
а? +252 +3c +6d = 5, 
ЖЕ: е а2. 
ШЕВ 依 题 设 ,有 
b+e+d=3-a, 
В°+3є° +64 = 5- a°. 
根据 柯 西 不 等 式 , 有 


(262+ 362 +642) + ьт) (b+ c + d), 


即 282 十 3e2 Wi 
中 ,加 代入 加 得， 
5S-a*>(3- ay, 


ее 
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解 得 1 三 三 2. 
16 В х > 0(7= 1,2,0, п) Н. X| + хо + x = 1, п Ce N,n > 
2. 求 证 : 


X1X2( 1 + хә) + X 153 X] + хз) + ехух, (а + х.) 


+ D 
ШЕН (Dsm le 4, 则 
А = xil xat Xy +" + x.) + z3[ x) + xma + ° + Xr) + °" + X2( x) 
+ X, +“ + Ze 1) 
= xil (x+ x) +' +a) ху] + x2L xi + x + + ж) — xx] 
+ + [Óx + x+ + xa) а]. 
因为 xita + кх, = 1, ВИ 
А=х(ї-х)+х(1-—-х)) + tx (lx) 
= {xit х2) lrig te a). (2) 


对 于 > 0(i=1,2,…,n), 根 据 柯 西 不 等 式 , 有 
{x + wt) 
3 1 2 1 з li, 
XR XE + кф x +оо + x 2) 
= {xt tee Y, (3) 
HQ, Q, 9 


А (1+5 + + x) (xl + x3 + + х1)? 
= -ire 
21 
s4 
这 里 ,车 让 rae 中 两 数 分 别 为 二 ,其 余 各 数 为 0, 即 可 取得 等 
号 .深入 研究 还 可 发 现 仅 有 此 类 情形 上 式 取 等 号 .这 一 点 留 给 读者 思 
考 . 
例 7 П) 设 二 个 正 数 a,b,c 满足 
(а2 + +c) > latt Бс"), 
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RIE: a,b,c 一定 是 某 个 三 角形 的 三 边 长 ， 
(2) É n ЕЗ аз, аз, 77, ал 满足 
(e+ a3+ + а) > (п - 1)(al+ aite 

其 中 п> 3. 求 证 :这 nn 个 数 中 的 任何 三 个 一 定 是 某 个 三 角形 的 边 长 . 


分 析 (1) 实际 是 (2) 的 提示 ,只 村 将 四 次 齐 次 对 称 多 项 式 进行 
分 解 即 可 证 明 .对 于 (2) ,考虑 到 对 称 性 .只 须 证 明 a, аз, аз ДЕСІ) 


中 不 等 式 即 可 . 为 此 ， 可 尝试 把 аї + а? + af 拆 分 成 两 项 : 
аї + aj+ а? aitaita 


аа, ,利用 题 设 不 等 式 及 柯 西 不 等 式 有 


оа. ' + ай) 


ка), 


< (а2 4 aš + + а)? 


аў + а5 + о а? + ab 十 ай 2 
рр “Ut 


= (n 一 п sy + (21+ 1+ аз, + G4 + `` + а | 
因而 得 到 200+ а + а1})<(а]+а2+ as)2, 
ІНЕ А O 全 的 柯 西 不 等 式 , 刚 有 
{n - l)(al+ aj + + ай) 


< (at + Q + "° + a? 


2 


= [А(а2 + а + аі) + жа + al + 


ж аР 


= [A аї + az+ as)” + af + + ай $+ п-3). 


中 
为 了 将 assas, s a, 从 不 等 式 中 消去 , 令 
э + п-З=п-1, 


解 得 X = АФ 


6] 


(at taitai) >R latt а1+ ай). 


例 8 RES laar a = 11,2, ,| .求证 : 


lf 2 ..,уп-1 U, 8 .., б 
2 + 3 + t a & а, аз + Q 
证 阴 将 G, G, tn_1 自 小 到 大 排序 ,不 妨 设 为 
lc ded < e. (== n. Ф 
УЖ (y, O3, "y Gn 中 小 到 六 排序 ， 有 
= ру << < b, = n. 
由 此 可 得 l>. > Lyao ad, 四 
根据 排序 不 等 式 ,由 中 ,名 可 得 
а аз, , fa 
az @з Пл 
С] ©? Єл -1 
Zh b 1 


#9 Ба, Б, СК KRIE: 


l 1 1 кке 


证 明 Ж a>b>:>0.MI 1. БЕТ 根据 排序 不 等 式 


a + b° + e° oa’ А b° ñ с? 
3 — 
a b: е? Be Pe аһ 
а? ñ b5 ñ е? 
= je 33 t p303 
ё P г 
с @ b 
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例 10 已 知 Түу бту a On 为 两 两 不 等 的 正 整数 ,求证 :对 任何 
正 整数 n ,下 列 不 等 式 成 立 : 


证 明 对 于 任意 给 定 的 正 整数 am, 将 aan, an МЛК 


: I 1 | 
的 顺序 排列 为 a 和 a 和 和 注意 到 n? < (n 1) << < 32 


< 25 < з ,根据 排序 不 等 式 ,有 


F 1 f 1 
@| 12192 tU + G, "2 


l І 1 
=a; tay + ta 2: Ф 


x арк k(k=1,2,: п), BX 


HOQ, ORIG > к 
#111 RA а ) 在 [0.1] 上 有 定义 FL0) =f(1). 如 果 对 于 任意 
不 同 的 ху, 10,11, #28 
fix) - fz )l els al, 
求证 : 1f(x2) -fa <Ç 
МИН х= х, чиш. AAR О= ху engl. 
(1) # а-а ,那么 


1 


ПЕЛЕ f( xi)| < le- z y| = z’ 
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不 等 式 成 立 ， 
(П) Æ m- a> lli /(0) = Al), 可 得 

Рх) — Хх) | = | f(1) = fixa) + (fx) ~ {0)) | 

= | fO) - f/(x,) |+ | Кж) — f(0) |! 


<11- x; |+] x, - Ü | 


] 
= l- (x> — ху) < 5, 


不 等 式 成 立 . 
12 1Жа.хЄН({#=1,2,с,л),а = тах | ау, 25," dn} sb 


= тіп ai, ao san] , H 
X | + ta + "`` + En = 0, 


Ix |+] x |+ “° +Í x, | = 1. 


求证 : | aiti + Пух; T 77° + a ly (а 一 b). 
证 一 А15 а= eye = b. ЖА, E 


духу + axa + '“ + арх, = (р + X> + +.) = 0, 


"© + Aa = MET + X> + ""* + Xn) = 0. 


2201 + 0,02 + ` 


PREA 


| aixi + поху+ + а, | 


1 
=>! 2(ауху + azt + + а) = вуж + + + 


x.) — apl xj + X; + n + XA) Í 
= | (2а; 一 ü 一 а„)х\ + (2а; 一 й] 一 а.) х2 +7 十 
(Ta, — 4) — ap) х, | 


1 + 
«711 2а) - a- а l'l +129 aj- а ltl azie + 


| 2an — ар — а, l x, 1]. 
Ф 
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RED, 只 须 证 明 


l2a; ti- a | = а-а, (i=1,2,""“ n). @ 
INFO) r ,将 四 代 人 二, 即 有 
арр + aixa +U + йы, | 
< 20а „)[! Xx] [+1 ху | 十 "十 | Xa | ] = ju- b). 
DAPEN. A а, ас пу, АЎ 
2a,- ар - @„=2(а;— а) -Cai }>-(а(-а„), 地 
2a; — ар в, =2(a;- a) + (ар a,)=a- Gas. (4) 
н), OHHO. 
证 二 ”由 题 设 易 知 ,xi,xaz,…，,x。 中 有 正 数 也 有 负数 ,为 便于 佑 
计 , 将 其 中 的 非 负数 与 负数 分 别 集中 在 一 起 , 记 A= Уа, В = 
Ух, РН 
| Јан 
A- В = 1. 
WZ. A= B= - 2. 
车 ax) + ауху+ 7 + а, 220, I] > x; zÜ 时 , ax; >= ax; H x < 
O BJ, a xi > ад, ТА 
| арх + @›хлу +" + ах, | 
= алу + 0915 + `" + Anën 
= > ащ + 2, алх; 
= a á + a B 


-J (ara) = gla- b). 
F архі + аухо+ 7 + ах, < Ü, П ЭКЕН. 
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l. а, Ё, е ЕЭ, ПЕНЯ: 
T(a+b+ ca Vk +b /a кема. 


2. 设 2,5,cER:! ,求证 : 
@с>\а+ВЬ-с)\(а+с-Ь)(Ь+є-а). 
3. 设 x+y+z=0, 求 证 : 
Blt +e) a(x + у + 22), 
4. i RC N(n= 1) , ЕНН: 


1 f U... 4L 
n[(1+n)s-1]<1+ + + 


‚х,у, 为 不 全 为 零 的 实数 ,求证 : 


y +2у: +292 lix 


6. 设 ara, Ga, ba, da, 都 是 正 实数 ,于 


ay + aati +a = bit b, +" + b. =1. 


л 


2 


+ y? + 2°}. 


а? а? а 1 
: +" + у. 
ау + 61 аз + b> а, + b, 2 
7. ËF ERG = 1,2, ---, n)(n2>2), Н 


求证 


A+ Srle — (Y a, 
=] п-| r= 


求证 :A < 2xxt lei<jen). 
8. 请 | AERA KHE: 


(арж qt + а, )? @ | #7 fin 


= 十 ++ . 
(ажа + аі) qatay аз+а‹ а + 07 


9. 设 x, >0(;=-1,2, п), а, Баб >0, 求 证 : 


+ >a "+ай ке + Ай ©. 
Х| 


х5 x к 
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10. iZ a,b,c € R* ,求证 ， 
ц? р? А e2 а+ьЫ+с 
Ь+с є+а а+ b” 2 ` 


11. B gpl, a z0, 0gb = pü = 1.2," n. n a2) 
а + gy 证 


ч + 中 ETE 
boata a, + bsa asta, +7 + baaa Gal T 


12. 8115 - al < 了 
求证 ;|xy -abl < N. 
13. Úr Ак + Вх + С= (вух + 65у) Сазх +b), Н = max | lÀ 1, 


ВІ, СІ}, Ау = тах іа, tbili, А = тах lasl, СБ. RHE: 


N 
у= 61 < p Iyi < M. 


14. 设 х), g ELO 1 БАЗА АЎ, RKE: {Г-ТЕ xo, ya € 


[0,1], lsoyo- f(zo) — (уо) >]. 
15. С |а, az, бодо! = {1,2,7 19921. KHE: 


ар ~ aal + 1а azl ++ | брор — G) + | aoo 一 G4! 


= 1954032. 
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第 从 讲 ” 含 参 变数 的 不 等 式 的 讨论 


1. 解 不 等 式 

解 不 等 式 要 注意 同 解 原理 的 运用 及 变形 的 等 价 性 .要 善于 运用 
化 归 思 想 ,利用 换 元 等 手法 将 不 等 式 化 为 基本 的 整 式 不 等 式 . 

(1) 解 高 次 不 等 式 

设 一 元 多 项 式 f(x) 可 以 在 实数 范围 内 分 解 成 一 次 或 二 次 因 式 
之 积 .首先 可 将 恒 不 为 入 的 二 次 因 式 在 不 等 式 网 边 约 去 ,将 原 不 等 式 
变 为 与 它 同 解 的 不 等 式 ,不 妨 设 为 

Кж) = (х -or oa) (x — a,) >0( 或 <0). 

若 有 重 根 ,可 将 偶 次 因 式 约 去 ,单独 考虑 根 是 否 为 不 等 式 的 解 
将 f(x) =0 的 个 不 同 的 根 标 列 在 数 办 上 ,将 数 轴 分 成 + 1 个 区 
间 , 从 右 向 左 , 从 上 向 下 依次 穿 过 п 个 根 对 应 的 点 画 一 条 连续 波浪 
线 , 则 在 数 轴 上 方 的 曲线 对 应 的 点 的 区 疗 的 并 为 f(x) > 0 的 解 集 ,在 
数 轴 下 方 的 曲线 对 应 的 点 的 区 加 的 并 为 f(x) <0 的 解 集 . 

(2) 解 分 式 不 等 式 ; 


(1) ба > Ох) (х) >Ü; 
(i) RE соз) g(a) <0; 
(й) да ао во 


(а) g(x) 550; 
f(|) „_]/\х)'а\®)<0, 
(№) g(x ) & ES 


(3) ЖЕ ЗАХИД BJA Sak ЭЛЕТТЕ Ж G ЭЧ ИТТЕ БОЙТ 
КЕН ЛЕН ЕНЕГЕ Ө ЖЕЛЕП AS K (ОШ). 
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2. 会 参 数 的 不 等 式 的 讨论 

会 参数 的 不 等 式 的 成 立 普遍 地 与 参 变数 的 取信 相关 联 , 相 当 一 
部 分 有 关 的 范 赛 题 呈 现 “ 开 放 性 " ,其 中 有 一 些 问 题 的 实质 是 求 最 大 
(小 ) 值 . 问题 的 解决 常 需 要 综合 运用 特殊 到 一 般 、 数 形 结 台 , 色 辑 类 
分 等 思想 ,灵活 地 使 用 国 数 的 性 质 .不 等 式 的 基本 性 质 及 重要 不 等 式 
和 各 种 变换 技巧 ,自己 去 寻找 ,判断 猜测 结论 ,再 行 论证 , 理 顺 逻辑 关 
系 , 审 清 题 意 是 问题 解决 的 重要 条 件 . 


пж ж й = 


例 1 已 知 当 xE[0,1] 时 ,不 等 式 
х20056 — xil ~x) + (1 - x )2sin0 > Ü 
恒 成 立 , 试 求 8 的 取 值 范围 ， 
分 析 一 j /(xz)= veost- all- x) + (1 х )віпе, KA, A 
РОО) >0,F(1) > 0, sin8 > 0, созд > 0, ТИ 


20 <8<2 + (k€ Z). @ 


x f(x)= (1 + sin0 + cos0)x°— (2sinf +1)x + віп, © 


НОЯ 1 + заб + cos8 >0,0< FT S 1 ,所 以 
ух) >0 便 成 立 , 须 且 只 须 在 人 D 成 立 的 前 提 下 ,@ 的 判别 式 


A = (28іпб + 1) — 4(1 + sin0 + cos8 Jsind < 0, 


ИП sin26 > 2. (3) 
由 @ 解 得 т + 5 <0 ke + (Є). Ф 
НО, Ф 2+ 5 < 0 24+ -E(kEZ), 即 为 所 求 . 

分 析 二 КО) > Osing > 0, © 
FU) > 0escos0 > 0, © 


М E0, DET, Æ sinB > 0, cost > 0, ME 
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f(x) = [V совбх — м sing (1-х) 2+ ( - 1 + 2: ⁄/ sind:co0) 
@ 


N ~ sinf 
Р = ;] — ' =Z —— L 0.1 ` % 
注意 天 Vy cosx =v ып il- х), Ef x 724 E JE}, ñK 


f(x) > OERE MARA 


xl- x) 


- 1 +4 sinfcos? > 0 
， 1 
«31260 > 2 · (9) 


ШО, O, ORE 24r + <0 «20 + 35 (k€ 2). 
X ih ЕЖЕ ТЫ, Ч Zir + Z < 0 < 2i + (КЄ), О), 
©, DRI ,进而 ,*E (0, DHOM Aa) > 0, 2k + 5 < 0 <20т 


+ (R€ 72) 为 所 求 
分 析 三 wecosg — x(1 -x)+{1- x)°sin0 > 0 
«220059 + (1 — x Ysin > z(1 - x). 
ЗЛА, AO, 0). МОҢ хЄ (0,1) ],х>0,1—х > 0, 
x's + (1- x) sind =2x(1]— x) siny cosh. {Ù 


` x weosg=(l1-x)wsing 时 上 式 取 等 导 . EDERE , 须 
2х(1-х) уят v созд > x(1 — x). 
e2 V sinf -v сов@ > 1. 
sinf > 0, 
cos? > 0, 
51128 > >: 
x 5л 
B fE Zior + T> < 0 < 2 + 12682). 
ЕВ M 2с 59 < 2i + ZREO, O.O 
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恒 成 立 , 故 为 所 求 . 
例 2 已 知 不 等 式 组 
kç m (x + у) - b +4b'sin(x + y) + b, Ф 
х^*+(Ь*+1)у + b >2ху @ 
对 于 和 任意 的 实数 x,y 成 立 , 求 5 的 所 有 值 . 
E Фару (х-у)!+%у?> – Б. © 
X b> 0H, OAE. = sinl + у), M Ef -1,1],Н 
Фаир у 
22-48% + – 0. 
A Ка) =2ы2- 400+ - 2(b>0, (€ [- 1,1]),M| (O: 0. 
因 
fG)=2b( 1 - 22 - 25 - b +b, 
ШС Wi hA É : 
(i) 0<b°<1RJ, 
СЪ) = -25-b + b>0, 地 


注意 到 b > 0, RG848 0 < , 2 


(ü) 刀 >1 时 ， 
Кі) = 26-40 +0 -b= — 52 +35>0, 


Nb >0, Pst FA. 


综 上 所 述 ,0 < b RIR. 


例 3 а, р, с 是 直角 二 角形 的 三 边 ,有 с 为 斜 边 , 求 最 大 常数 
于, 使 得 


E БЗР 
уба, Ье) = = 二 +2) ажр) 
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的 最 小 值 . 
不 妨 设 a< 65. 考虑 关于 的 函数 g(c) = L + S EEN c = 
М а + 2 > 2аЬ , 故 易 证 g(c) 是 严格 递增 函数 ,有 


f(a,b,c)= 3 + (> +È) + (а + ьс =) 


— 
>»3+2у/ 8.3 aava (1 + 28) 


Jab а 
= 5 + 3⁄2. 
当日 仅 当 a = b = 288388 k Man = 5 +342. 


例 4 已 知 4 为 正常 数 , 求 最 大 的 常数 c, 使 对 任意 非 负 实数 
хрх 有 
х1 + x2 + Ахуху;=с( x) + 59). 
解 G) А22, 
x) + x2+ Дархон + дї + XX = (ху + х). 
当 e= ВИНУ, X c > 1, 取 xi =1,7xz=0, 题 设 不 等 式 
不 能 成 立 , 故 c =1 为 所 求 ， 


(ü) ##0<àÀ <2,B xí = x2=1, 由 题 设 不 等 式 可 得 catt, 


勾当 c= “24 时 ,有 


2 + À 
4 


2 
x] + хі + Ax (X; 一 (x) + хә) 


2-4 
= 4 (ху — х)? > 0. 


it с= AHR. 
2+À 


综 上 所 述 ,e -| 4 105242 


1 (А 22). 
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例 5 Жул+у-К.х.уЕК* АЖ k 的 取 值 范围 ,使 不 等 式 
(+100 1) > (2 + + Ф 
ЇН ЙМ. 

解 х= у, DRAERS. ЖЕ k НОЕ ЕЯ. F x= y 
时 ,不 妨 设 x > y. * m= x= m+ у= т-1, 8 0<1< m. F 
QK] SA 


1 1 
(тъ тев 


13 
г) (тж) . 


4 2 
5 一 dm ] 
化 简 ,得 ¿a È 


再 次 注意 到 o0 HAREDER, HRY 


4 2 
т -4т 一 l <0, 


т? 


即 mi 2+y5, 
综 上 所 述 ,有 0< mY2+Y5, 从 而 


Ocke? 2 +45 即 为 所 求 ， 
6 证 明 : 对 每 个 0s<x<1 的 x*. 迁 


Ау 1 — x? — px = -qie 2H 的 惟一 实数 


对 (p,9) 是 (- 1,25). 


WERA Hv 1 — х2 — px — gs2 


av l- x° -lepty 
一 一 
T+ , Ф 


分 别 以 点 ао, 2—1), во, - 2-1) 5у 1 为 半径 作 两 个 图 ,并 
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记 图 4 DL MO, ZH) ya CAAA EFE ARR 


X hk Mys vT +0221 xE [0,179.30 p ДЕ 


-42 _ 
(2222) Fa, -2 地 1 为 端点 且 位 于 第 一、 四 象限 的 板 为 b. h 


йу=1-5-*©г%® xE[0,1] 的 图 象 .而 两 数 y= px+g zE 
O OARS A HAE CGA 6 - 1). 注意 到 连接 1 ШУРУ ЗИ pA Zú Ez 
MN 与 弧 二 相 切 于 点 (二 ,十 ), 故 满足 的 实数 对 是 ( - 1 H), 
惟一 的 . 

有 此 问题 难以 从 直接 变化 中 寻 得 结论 ,需要 先 投石 问 路 , 取 特殊 
值 或 从 极端 铺 形 人 手 ,确定 具体 目标 ,再 行 论证 . 

例 7 试 求 最 小 实数 a, 使 得 不 等 式 


аб + у? + 2) + луг > +з Ф 
Е х, у, 220, + y+z= 1 的 实数 x,y,z 成 立 . 
分 析 令 x=y= 广 ,z=0, 则 由 OD 得 


解 得 азу. 
下 而 再 证 明 а 的 最 小 值 为 名, 即 证 
(+) + map g 
世 就 是 2( x? + y° + z°) + 9xyz >= 1 ©) 
成 立 . 
Ж reres A ryt l AORT 


202 + ү? + z2)( x + y + z) + 9 xyz lx + y + z), 
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pij {xt +2 )—-(ху+ y z+ Zx + y2x + Z2y хг) 


+ 3xyz Z: Ü. D 
DEA 
[H + y + 235) — (x2y + y22 aa + y2x 22у x22)] — (ху 
+ y+ 22 x + yta + z y + rs 6xyz) 20. @ 
因 ху ху y x= (х- у) (x+ у), 


х?у — 2xyz + z2y = y( x - :)?, 
所 以 ,由 式 等 价 于 
(х - y (z+ y) + (y -— z) (y + z) + (z — x)2(z + x) 
– [slx - y} + x(y — 2) + у(х ~ z)2] > 0, 

HII (z— y) (x+v-z)+(y-z)2(y+z- x)+(z— x 0+ 
y)>0. © 
ОКА (х) (х+а—-у)+(у-:) (у+:-х) 

>ж(у-—)(х+гд-у)+(у-д)'(у+д-х) 
=(у-)?°2д;>0. 
БОАБ ОЛУ, АЛП а = 六 为 所 求 
对 于 外 可 以 根据 对 称 性 另 尽 蹊 径 . 


不 妨 设 хуг, Осе, 


2052 + у + 22) + 9хуш 
=2[(x + y)° + 2° — 2ху] + 9xyz 


=2[(1-:)#+7] +9лу(а +). (б) 


固定 z, 那 么 @ 式 当 且 仅 当 x=y= 152 = ! 时 取 最 小 值 ,所 以 只 须 证 


8:24 € [+> Ef, 
A +12+(1-2,4)°]+94°(1-24)>1, 
ИП (2i- 1)(3:- 12: = 0 (D 
成 立 ,这 是 显然 的 . 
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例 $8 É (L|. a 00 是 实数 , 试 求 不 等 式 
( x] + x 十 + хы)! ax) 十 tata + + aX, ) 
= арх + a, x° + + ax, (Т) 


对 于 所 有 非 负 实数 x ,x;,… x, EMAAR R 


分 析 “ 先 从 特殊 情形 出 发 ,在 人 中 取 x = к= улук ае 
x, = 0,15 


a, + maÂ. 
同 理 , 有 ар+а,®0 (1=iz=j=n). (2) 
全 是 否 是 中 得 成 立 的 充分 条 件 呢 ? BA 
(хү+хә+ +a) (ард t азхо + ``" + aAa) 
= a x) + (N I X5 + *'° GX] X; 


+ a| X X + аухо + + 0,095, 


+ ахх, + 090, +77 + ам, 
上 式 减 去 ( ajx + arx + + ata AREN А, 
А = (6р + 03) хухо+ (ар + azja + с 
+ (ор 十 a) xix, + (а + пз) хохз+ 7° 
+бау+а„}хуху+ с + аа, ) 15. (3) 


ЊО. claig ЕА З A20 HADAD 
的 充分 条 件 . 


综 上 所 述 Q NBK. 
19 设 aras, a, 是 给 定 的 不 全 为 零 的 实数 ,如 果 不 等 式 
гү(хү- ар) + бх аз) ten trin G, ) 
对 一 切实 数 gxza, ЇЕ, Ж гу, гоу ог, НИЯ. 
解 ox. =00i=1,2,…,n), 有 


үйүр 十 rda + `" Р Z: в? + ay + “+ + 2,2. 
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M 2 ж; =20:(7=1,2,…,n), 则 
... f x 2 2 1... 2 
ria + rads + + 7.08, = (| + us + + а. 
ii Tidy + rodo +7 + гй, = aj + а +7 + a... T 
令 д ri=1,2,…,n), 有 
гү(тү- ei) + (т а») tr + r,( an) 
=V r пкт a tar ++ а. © 
ОҚА, 
палку р + гу + + т^, 


ЁШ r + г + + тж 1. @ 
根据 柯 西 不 等 式 , 有 
(газ + гуа 十 "十 ra 六 
=(r + r + r 2)(a tay + 0,2). @ 


QAQ, EI 
Fi2 + г + + r l. 
HO QH rtr +e + 21. 
中 式 取 等 号 的 条 件 是 т, = a (k=1,2,- n) RAOG 
1 


^+ ax + ка" 


a ， 
TE +r+=————— .s1,2,-,n). Ф 
a + ax + + a, 


将 四 代 人 题 设 不 等 式 , 利 用 由 有 


r (xi T 21) + ra 一 ал) ++ Fyk xn 一 aa) 


өе 


А = 


= ЧЕ + Хо + """ + г.х.) – (rial + газ + + г.а) 
QX + Rata + ` + ал» 2 


а ау ++ G, 


= x x? + хэ + + х. 一 а? + аз? + + аг. 
至 此 ,可 确定 


e a 
-4 о Чү + a + G,“ 


77 


即 为 所 求 . 


一 填空 题 
1. WEDE lg(20-— 5x7) >lgla-x)+l 的， x 的 整数 值 只 有 
1 , 则 整数 а 的 值 为 
2. А ШКЕ ас зв? x — cos y + deosx + а? 20 对 一 切实 数 都 
立 , 则 实数 анны ____ 
3. 已 知 销 数 了 x) 在 定义 域 (一 о ,1] 上 是 减 力 数 ,不 等 式 /( k — 
віпх) = f(k? — віп) %]—1ЛЗЕ x 恒 成 立 , 则 实数 大 的 集合 为 


4. 若 对 任意 实数 х,у, 484 Zax? + 2 ay + 4axy – 2xy — y” – 2х 
+120, MAER a HAA 

5. а ws L 
范围 是 

6. Вже Н -2<х < 5, Hl 
c+ dE _ 

二 ,解答 题 


7. 设 尾 意 实数 xo > x) > x. > x3>0, 要 使 
logs, 2000 + log 2000 + logz,2000> k * logx,2000 


Х| T, x; 1 


对 *E [0,1] 恒 成 立 . 则 m 的 取 值 


恒 成 立 , 求 上 的 最 大 值 . 
8. 求 所 有 正 整 数 ,使 得 min( É + +1520) = 19%91, 这 里 [5] 表示 


不 超过 ;的 最 大 整数 . 
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9. 求 最 大 的 正常 数 上 ,使 得 对 所 有 的 正常 数 a,b,c, 有 


aesa b) + 40а + Ь+8‹)?. 


10. 求 使 不 等 式 组 
人 – y) +8m°cos(x — y) + &m?(m + 1) + 5m <0, 
x” + y° + 1 > 2mx + 2y + m — т2 

对 任何 实数 x.y ERAI m 的 取 值 范围 . 

ll. Ж А,В,С 足 实 数 , 试 求 使 不 等 式 

А(х-у)(х—:)+В(у—&(у-—-х})+ С(2-х)(2- y)>0 
对 于 任何 实数 x,y,z 都 成 立 的 充 要 条 件 . 

12. 试 求 不 等 式 

x? + y? + 2222 2 xycosa + 2yzcosB + 2zxcosr 

对 一 切实 数 х,у, 但 成 立 的 充 要 条 件 . 

13. De ooa .94 为 自然数 ,是 1 和 6 二 三 1,; 试 求 不 
等 式 

ах + G2%3 + + a +2хуүху+2хуху + + 2x, ух >Ü 


对 一 切 不 全 为 零 的 实数 y ,x;,… ,x 恒 成 立 的 充 要 条 件 . 
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第 七 讲 PENDE 


1. 不 定 方 程 通常 是 指 未 知 数 个 数 多 于 方程 的 个 数 , 且 它们 的 解 
受到 某 种 限制 的 方程 (组 ). 

(1) 在 数学 竞赛 中 ,不定 方 程 问题 通常 有 三 种 类 型 ， 

(1) 求 不 定 方程 的 解 ; 

Сїй) 判断 不 定 方程 是 否 有 解 ， 

Сїй ) 判断 不 定 方 程 的 解 的 数量 (有 限 还 是 无 限 )， 

(2) 解决 不 定 方程 问题 党 用 的 方法 是 : | 

(i) 恒 等 变 形 .通过 因 式 分 解 .配方 йл ЛЕЛЕ Л Ш.Ш 
之 易于 求解 . 

СЇ) 桂 计 .利用 不 等 式 缩小 对 方程 中 某 些 未 知 数 取 值 的 探索 范 
用 ,或 以 退 为 进 扩大 未 基数 的 取 值 范围 ,取得 突破 再 过 渡 到 求解 . 

(H) 同 余 处 理 ,运用 同 余 工具 处 理 方 程 (以 后 男 作 专 门 介绍 )， 
奇 悟性 分 析 则 是 其 中 的 特例 . 

(IV) 构造 . 常 利 用 恒 等 头 先 构 造 一 些 特 解 ,再 进一步 证 明 不 定 
方程 有 解 或 有 无 穷 多 组 解 . 

(у) 无 穷 递 降 法 . 无穷 递 降 法 沼 用 于 证 明 不 定 方 程 无 正 整数 
解 .其 主要 步骤 是 从 相反 的 结论 出 发 ,假设 存在 一 组 正 整数 解 ,设法 
构造 出 这 一 方程 的 另 一 组 正 整 煞 解 .这 新 的 解 中 必 有 其 中 某 个 未 大 
数 的 取 值 较 原 来 的 小 , 且 对 于 这 个 未 知 数 而 言 ,上 述 过 程 可 以 无 限 地 
进行 下 去 ,让 于 严格 递减 的 正 整 煞 数列 只 可 能 有 有 限 多 项 ,导致 下 
R. 

无 穷 雍 降 法 并 不 只 是 用 于 否定 方面 .如 果 方 程 有 解 那么 必 有 晤 
小 正 整 数 解 .采取 递 降 法 时 ,经 过 有 限 多 步 必然 到 达 最 小 解 . 
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2. (D 二 元 一 次 不 定 方 程 
ax + у= с a,b,c Z, Q 
有 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 (a ,如 )fe， 
证 明 必要 性 ik хо, уо ДЕСНЕ, RIA 
axo + Буро = Є. 
а= (а, Б). MA dlaxg діру. ТА dic. 
пЗ а= (0,5), Н dic, A с=с. а= (а, b), WE 
在 хо, yo, 18 d = axa + byo, TEA c= cid = а сухо + b* суо, ЁТ 
сулу, C172 EDRI. 
(2) BA SOSE, dle. WA 4 去 除外 的 两 端 有 
G ix + biy = ci. 2 
此 时 ,el 21) = 1 且 凶 与 电 同 解 , 男 此 ,我 们 只 须 讨 论 (a,5) = 1 时 
方程 中 的 解 . 
定理 和 奏 (a,8)=1, 且 хо, Yo 为 山 之 一 和 解 . 则 方程 中 全 部 解 为 
х= хо+ bt, у= yg- @(1:Є7). 
证 明 хо, уо 为 中 的 一 解 , 则 有 
axo + бур = c. @ 
设 х,у 是 外 的 任 一 解 .中 -OA 
alx- хо) + b( y — yo) = 0. 
(а, в) =1, FA bl(x хо), Bi x- xo = bt. AMA x= xo + 
bt, 代入 上 式 得 y = yo- at, 即 方程 任 一 解 邵 本 表示 为 x = xo + bt, y 
= yọ- u (18.7). 
反之 ,在 хо, Уа 是 外 的 解 . 则 答 易 验证 x = xo + br, у= yo — at(t 
EZ) 均 是 由 的 解 , 从 而 定理 得 证 ， 


例 ЖШ 精 H 


例 1 求 出 方程 25x +13y+7z=4 的 全 部 解 . 
8] 


E AR 25x +13y = 及 w+7z=4. 这 两 个 二 元 一 次 不 定 方程 
的 通 解 分 别 是 | 


人 0 > 
t =O, +t],+2,:": 
у= 2и - 254, | 
u= —3+714›, 
Ht=0, +1,42," 
2=1-— 4, 


将 = -3 +71, А х,у 的 表达 式 , 并 与 z 的 表达 式 写 在 一 起 
即 得 原 方 程 的 通 解 
x=3-— 7t +131, 
у= -6+ 141-251, t,t;=0.+1, +2, -- 


z=]-t. 

#12 求 方程 y°+3x2y2=30x2 + 517 的 所 有 正 整 数 解 (x,y). 

解 ” 诛 方程 可 变 为 

y? + 3x°y2 – 30х?– 10 = 507, 

ИП (y? — 10) (352 +1) =3 х 13х13. 
HIT 322+ 1 AS 3 HAR НКУ Т, ТЕ у2- 10 是 3 的 倍数 .注意 
到 六- 1020,5 у2216. PTA y- 10 = 39.352 +1 = 13, BE х= 2, 
Y=?7, 所 求 正 整数 解 为 {2,7). 

例 3 EHET 3x2r= 1 的 正 整 数 解 . 

解 ” 原 方程 可 变 为 


Bil 751+ 726-6 pl! (1) 
Ёт у= 1, ШЕЯ х =1. 
£ yel 0 х 为 偶数 ,由 中 可 得 
(TAF) = 220-1, 
Вр 75-2 67-1. р 27-1, (2) 
显然 *=2,yY=4 为 一 组 解 . 
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若 y >4, 上 于 对 四 式 左边 分 解 得 
(IKT AP E e Dnt, D 
НАНАЧ 5 BETAH SMK QO AS pR sr. 
综 上 所 述 , 方 程 心 的 正 整 数 解 4x ,7) 为 (1,1)(02,4)， 
例 4 求 不 定 方程 
x” + y + z? ш д^ 2 Q 
的 整数 解 . 
Ш RABAD: A x,y,z 中 有 一 个 为 零 , 则 方程 有 整数 解 x = у 
=z=0. 事 实 上 , 当 “*=0 或 ”=0 时 结论 显然 . 现 考虑 z=0, 注 意 到 
х? + у? 一 х?у? 
elx — 1)(у5^ — 1) = 1 
x р=- 1 


x -l=1, ， 
= п], р 


(DAZK, DEHRA x= у= 0. AE, ОВ HEE RI , 
M| х,у, IPAE. AFORE z 的 地 位 特殊 КМ : НЕБЕ B. 
НЖАТ z 为 正 数 时 的 情形 .分 两 种 情况 : 

(i) ; 为 育 数 , 诛 方 程 可 变 为 

{х^—1)(у°-1)=@ +1 2) 
因为 22 +1 ЖЩ йл - 1 1 у-н КАЕ ЖЕО) 
的 左边 是 4 的 倍数 ,而 右 端 被 4 RR 2, TA z 不 是 奇数 . 

(п) z 为 偶数 .此 时 22 +1 为 奇数 ,于 是 l yl 均 为 奇数 ， 
从 而 х, у |] ИШК. JERI х,у, 可 表示 为 x =2"а,у=2'°%,а=2Рс, 
EP а,Ь, е HARM, т, про 1. ДА) ЖЕН] ЯР) 

22m 2 p 2202 p Pp )2(т+ п) 212. 9) 

Ж т=п = р, Ek т.п, р PRAA 2]sB)  PU3D m < п р, MI 
О А E Ar Эш Ар, 1а Эй ЛИНЗА. SP l ЖЛЕ; 
m rp 中 不 是 忆 有 一 个 最 小 ,也 不 全 等 , 则 必 有 一 个 最 太 的 ,例如 m 
= n < p MH Z ж С) 4 N , 48 
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а2 + 52 +2Ж”-т)„2 = n р2, 

E a + b? 88 4 У 2.220) 2 Ы 2254202 均 为 4 В {ЛК Л 
Er. 

Hr CATE, THC, y, z) = (0,0,0) 是 原 方 程 惟一 的 整数 解 . 

例 5 RAE x + y=x ~ хүү? 的 全 部 整数 解 . 

Я 方程 可 变 为 

х°-(у+1)х+у — y = 0, 

有 д=(у+1)-4(у2-у):ә0. 


解 之 ,得 1- 233<y<1+ .整数 y 只 可 能 是 0,1,2. 逐 一 代 人 


RAIE, у) = (0,0),(1,0),(0,1),(2,1),(1,2),(2,2) 共 六 组 . 
例 6 求 方程 


tray + y) + у + y 


的 整数 解 . 
解 ” 原 方程 可 变 为 
(20+ 1)2=4(у+ уз + у + у) +1. D 
注意 到 


Mytyl ls (2 + y + 1) — у + 2y 
= (2y + у)? + Зу +4у + 1, 
从 而 当 y>2 或 了 < -1 时 .由 外 可 知 
(224 у)? < (2% +1)? < (22 +у+1)*. 

由 于 2y+y 和 2y:+y+1 是 两 个 连续 的 整数 ,它们 的 平方 之 间 不 会 
合 有 完全 平方 数 , 故 上 式 不 成 立 .因此 只 需要 考虑 当 一 1<<y<2 {Л 
程 的 解 ,容易 得 到 原 方程 的 全 部 整数 解 是 (x,y)= (0, -1),(-1, ~ 
] ,00) —1,0),( -6,2),(5,2). 

7 试 求 所 有 的 正 整数 z ,使 方程 

PEPP = ла2у22 

有 正 整 数 解 . 

解 设 z,y,z 为 其 止 整数 解 . 不妨 设 x< y= z. Ш Z| x + 
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уз. z =< x” + y. B х% < xz, y kuka 


z = nx y — £t yuy (ау), 
有 x+ y ar alant- (x+ ү). 
于 是 пху 2 пд у (х+ у} + x) + ү”, 
my<2( +) + эр (1) 


ЭА х = 1. FU), i a22, 则 上 式 左 问 不 小 于 4, 右 端 不 大 于 3, 叶 致 
开拓. 这样 中 可 变 为 
2 1 1 
y<2+ ++, (2) 
НОЯ у<3, EER 211+ 六 ,因此 只 能 是 yy=1,z=1 或 y=2,z= 
3 ,进而 为 原 方程 得 n=3 或 n=1. 

例 8 HEH: rE x+y -19xy -19=0 无 整数 解 . 

分 析 ”假设 (x,y) 是 原 方 程 的 一 组 整数 解 ,显然 r0, y0. 
MAA l ayl) = rty >0, МК ху> ~ 1,8 xy>0,B х,у 必须 
同 导 .不 妨 设 х,у 均 为 正 整 数 , 且 хоу. ЖЛ Ў, x 的 一 元 二 
次 方程 

х? — ]9xy + (77 — 19) =0. | Ф 

F x 是 中 的 解 , 则 由 韦 达 定理 得 x' = 19у -x 也 是 山 的 解 .在 x, 
y 均 为 整数 时 ,x' 也 是 整数 ,所 以 (x',y) 也 是 原 方程 的 整数 解 . 

由 上 述 推导 可 知 x' 与 y 同 号 , 即 x' 也 为 正 整 数 .根据 书 达 定理 
得 

100 «сука, 


所 以 ,由 原 方程 的 一 组 解 (x%， ) 可 导出 它 的 另 一 — ЕЖ (х,у), 
Н 0=x' < x. 
如 此 下 去 , 原 方 程 将 有 无 穷 组 的 正 整 数 解 , 男 一 方面 ,x 为 一 个 
给 定 的 正 整数 , 比 它 小 的 正 整 数 只 能 有 有 限 个 ,矛盾 . 玖 原 方 程 没 有 
正 整 数 解 ,从 而 也 没有 整数 解 . 
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例 9 证 明 , 对 任何 自然 数 a> 3,385 2" 可 以 表示 成 7x2 + у? 
的 形式 ,其 中 x Ay 都 是 奇数 . 

WEH (1) n=3 时 , 取 x-=y=1, 有 2=8=7+1, 命 题 成 立 ， 

( ü ) 很 设 n= 3 时 ,存在 奇数 xo 和 加 ,使 得 


2* = Txi + уф. 


1 4 
xi = > (zo + yo), x= y (xo Yo)» 
令 ! | Ш (ху, уу), (х, уо) РУ 
YI = (7х0 - уо), уг = > (Tx + yo), 
是 方程 


вт = 7 x° + ү? 
的 解 . 注意 到 < + у; = 4х0: = 1,2), х; 5j y; PAA, M xí + x; = 
хо 为 奇数 , 知 хү,х; НАЯ. (хуу) Кх, у) #—Ж= В-Ф 
解 同 为 奇数 ,不 条 设 为 (xj, 71) ,那么 (x1, Yi) 是 方程 中 的 一 组 奇数 
解 . 故 n= k+l 时 命题 成 立 . 
综 上 所 述 对 一 切 自 然 数 n( 二 3) 命 题 成 立 ， 


, 求 出 方程 3x + 5y = 101 的 全 部 非 负 整数 解 . 
. RHE x` + xy + 2 = 49 Т} ЕЕ ӨП. 
. 证 明 方程 x° + 112:= у АТЕНЕ (х,у). 
. 试 判 断 方 程 x* + x = с 是 否 有 素数 解 ， 
. 设 整 数 x,y 部 大 于 1, 求 方程 = = 2: -1 的 全 部 正 整 数 解 
(x,y,z). 
6. 求 出 所 有 满足 方程 
5( ху + yz + zx ) = 4xyz 


m + ыш [о — 


的 正 整 数 解 (x ,y， z) 
1. 证 明 : 没 有 正 整 数 x, y 满足 
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х(х+1) = у“. 

8. 求 方程 хб +35 +1 = у“ 的 整数 解 . 

9. 证 明 方程 x* + у= 2 有 无 穷 多 组 满足 xyz = 0 的 整数 解 ， 

10. 试 找 出 所 有 满足 等 式 m + =r 的 所 有 素数 p,q Mr. 

11. 证 明 : 对 任意 nE У хуг Z= n 有 无 穷 多 组 正 整 数 
Ё. 

12. 确定 m2 + п 的 最 大 值 ,其 中 m,n AER, HWE m, n € 
\1,2,--,1981},(л^°—тл- т2) = 1. 

13 对 于 P C N, В ngl, ERDE хв 2 = ^ ЕНЕЙ 
解 . 
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第 八 讲 HADE 


1. 解析 几何 是 在 华 标 系 的 基础 上 ,用 坐标 表示 点 ,用 方程 表示 
曲 ( 直 ) 线 ,用 代数 方法 研究 几何 的 一 门 学 科 . 
2, (1) 有 向 线段 的 数量 W A.B 是 数 轴 上 两 点 ,它们 的 沧 标 分 
1] 7 ха. xp WA ТАЈ Ez АВ 的 数量 ， 
АВ = xp 一 ха. 


(2) 两 点 间距 高 (1) IP a Р(х,у). Pal ху, уз), 直线 P P. 
的 倾 料 角 为 aka = >), MPAA Ру. Рэ ВЕ ё 
t- X2 


| Pi Pal =. (x-2) + (y> — ут} = соеп 


(ii) 特别 地 , 当 PP E x 轴 上 或 直线 РР, 平行 х 轴 时 ,两 点 
Р.Р, 的 距离 


РР. = lx- gl. 
当 Pi P, Æ у ERER P P FIT y ЯҢ, В РР, 的 距离 
[Р,Р,\ = (у yl. 
(D ЖБ ША 1 P, Р.Н ЧАЛУ] P (xi, yi) 
和 Palaz, y2), 了 分 Pi1P; 所 成 的 比 


Р\Р 
À = РР, (А=#-1), 


则 分 点 Р 的 坐标 
_ x: + ÀAx2 
= тд ' 
十 4y2 
Ут ]+AÀA ` 
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当 4>0 时 ,P RARA, EARE PP 上 ; 当 *<0 时 ,P 为 
外 分 点 ,在 有 向 线段 P, P, 的 延长 线 上 . 
特别 地 , 当 А =1, 即 p 是 线段 PP 的 中 点 时 ,点 上 的 坐标 为 
_ 21+ 52 
= 一 
设 三 第 形 顶 点 是 Alx, y) В(х», у). С xs, уз). ЙД A ABC 的 
重心 С 的 坐标 


_ 1 + X2 + 3 
=—— 
_ Yi + y2 + УЗ 
= 3 . 
3, (1) HARHA FE REHA АВ ЖИА Еа, ACZ, у), В 
《xzyy2). 则 4. 号 两 点 连 线 的 斜率 


了 2 一 了 1 


Кав = tana = (а= л, x1 x). 


(2) 直线 方程 я ту Pi (a yi). Pala yz ) ,倾斜 
Жі a ,斜率 是 上 ,在 x 轴 ,y SAO RPE RSU E a, b, M| B Zk Jr EJE 
有 

( Í ) 点 斜 式 y-yi=k(x-— xi); 

(1) 斜 截 式 у= ke +b; 

(ü) 两 点 式 二 = 一 一， 


(М) 截 距 式 2+0=1; 
(м) 一 般 式 Ах + Вук C=0 (А2 + B 0); 


(vi) 参数 式 | И 是 参数 ) 


y= y| + tsinga 
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O X +AA? 
= J+A” 


或 (4 是 参数 ) 


4. 两 直线 的 位 置 天 系 

(1) 设 两 直线 h, h HERED IE ki» kz. I 

(ТУ ДИБ Ес = К); 

(1 L L Ье = -1. 

(D) 设 两 直线 1: Арх B y+ G =0,1:A;z + Boy + G= 0. 


(1) а Ете АВ, А,В, 0, 


(1) 两 直线 平行 的 充 要 条 件 : = = фр, ж 
А В. - АВ = 0,4,0 - АС 50. 
С 
(H ) 两 直线 重合 的 充 要 条 件 : — = = {Ж А, = 142， 


B = = AB. С 1 = = ÀC, A > 0) 
(V) ЕЕ ЕЕ ИЛ Sa PF: АА + Ву. B, = 0. 
(3) WAN HER 五 ,已 的 斜率 分 别 是 后 ,总 ,它们 的 交角 是 总 , 则 


CO а BJ b АЯ, “атыы 
(її) hA 1, ВРЕЛА: ап = 17 а. | (0<8<2). 


5. (1) 点 到 直线 距离 Z Plan ЯШЕ Ji Ar + Ву + С= 
0 的 距离 是 4, 
_ 1Ахр+ Byo + Ci 
O ABR 
(2) 两 条 平行 直线 间距 离 ” 设 两 条 平行 直线 A+ By+C=0 
Lj Ах + By + C2=0 间 的 即 离 是 d, N 
061-61 
МАН? 
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6. 直线 系 方程 
(1) 平行 于 直线 Ax + By + C =0 的 直线 系 方程 是 
Ах + Ву+А =0(А 是 实数 ,下 同 ). 
(2) 垂直 于 直线 A + By + C=0 的 直线 系 方 程 是 
Вх — Ay + À = 0. 

(3) 过 两 已 知 直线 h:Ax+ Ву + СОЖ l: Ax + Biy + C; 

=0 的 区 点 的 直线 系 方 程 是 
Aix + Ву + Сү+А(А›х + B,y + C2) = Ü 
(其 中 不 包括 直线 h). 

7. (1) 解析 用 何 问题 党 可 一 题 区 解 , 但 处 理 方 式 不 同 ,可 能 签 简 
大 相 径 胜 . 因 此 ,要 党 分 考虑 到 问题 的 特征 ,多 收集 些 信息 ,综观 全 
局 , 权 街 利弊 ,再 决定 解 题 策略 .用 数 研 究 形 是 解析 并 何 的 本 质 , 然 而 
AE e ЛА ЖЕ JILA ER W АГИДЕ АА ЁЗ. 

(2) 对 于 仅 与 直线 有 关 , 涉 及 的 量 中 角度 距离 不 多 的 几何 问题 
来 说 ,采用 解析 法 ,通过 直线 方程 求解 往往 是 方便 的 . ЗЕТЕ Л 
题 癌 用 纯 几 何方 法 论证 仅 添 加 辅助 线 一 项 就 须 完 展 相 当 高 程度 的 机 
敏和 丰富 的 经 验 . 有 时 虽然 费 尽 心机 , 仍 因 不 得 要 领 , 而 以 失败 告终 ， 
解析 法 的 优点 就 在 于 解 题 的 整个 途径 较为 清楚 ,通过 计算 即 可 育 达 
目的 ， 


例 а ж і 


例 1 设 动 点 Р.Р (х,у). (ау), ETE 
人 | 
y =x+4v -3, 
[в]: P,P 能 否 在 一 条 直线 上 运动 ? 
分 析 假若 P,P EHR 
Ax+Br+C=0 | (1) 
上 运动 , 则 有 
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Ах' + Ву + C = 0. © 
Ж х =Зх+2у+1,у' =x+4y-3 RAD, 1 
А(3Зх+2у+1) + B(x +4y-3)+ C =0, 


ИП 
(ЗА+В)х+(2А+АВ)у+(А-3В+С)=0. (3) 
方程 中 ,地 代表 同一 条 直线 ,显然 4, B,C 也 不 为 零 , 故 有 
ЗА+В 24+4 有 A-3B+C Ф 
А = Вв 7 E I 


由 晤 前 一 个 等 式 可 得 B=24 或 B= - A. 

当 B=24 时 , 义 由 @ 中 后 一 个 等 式 得 到 C= -ŽA MB = - A 

时 ,由 名 后 一 个 等 式 得 到 C=44. 从 而 ,有 
А:В:С=4:8:(- 5), 

或 А:В:6=1:{-1):4, 
ERE Р.Р 可 在 同一 直线 

х-у+4= 0 
上 上 送 动 ,也 可 在 另 一 直线 

4x+8y-5=0 
下 运动 . 

例 2 已 知 有 问 线 段 РО 的 起 点 P 和 终点 8 的 坐标 分 别 为 ( - 
1,1) 和 (2,2) ,和 若 直 级 L: x + my + m = 0 У Ре НАКА, 求 т 
的 取 值 范 围 . ~ -> ú 

分 析 一 ”直线 i 的 方程 x+ my+ m = 0, азау) 0, 显 
然 是 经 过 点 МОО, 过 点 MEER РО. 1, Mg 


Жез = ,过 M.0 FAR LW L, 的 斜率 为 = 5 , 与 


РО 的 下 长线 相交 的 直线 应 夹 在 4 与 用 之 间 , 即 司 <k<h(E 为 1 
的 斜率 }. 于 是 了 < - T<, 即 3> - m> 2, -3<m< -之 


3? 3' 
= A% PO N 
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y — = JA (z+, 
E] x- 3у +4= 0. 
x—3y +4=0, 
联 立方 程 组 | А 


х + ту + т = 0. 
-Tm 


“m43? 


"ime -3 时 ,1 777 RER 1 与 直线 PQ 的 交点 的 坐标 
27” m+3 


欲 使 交点 位 于 有 向 线段 PQ 的 延长 线 上 , ДАЛА > 2 或 
т 2 EZ Вб —3< т < - 2.5 т= -3 时 ,方程 组 无 解 ， 


故 т 的 取 值 范围 是 -3<m< -4 
分 析 三 W М(х,у) X PQ 延长 线 上 任意 一 点 ,WO = 和 ,显然 
АЄ(-®,-1),х= 124, 1324 信人 直线 方程 1, 得 


А 7 14A? 
-1+2A т(1+2А) _ 
1+4 + 1+4 + т =0. Ф 
Ө 
1-2т 
А =+ 3m 
1-2т 
于 是 ЭЗ < 1 
解 得 -3<m< Š. 


H3 如 图 8-1, 已 知 公 ABC 各 项 点 的 坐标 分 别 为 {x4,y4)、 


(хв, ув) (хс, ye). А E. F 3595 АС. AB F. АЕ = А6С,АЕ = 


k 


T B.,BE. СЕ 交 于 点 也, 求 万 点 坐标 . 


4 、 
ЛТ RAD RERA ap, yp). 先 根据 定 比 分 点 公式 得 到 
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E.F 的 坐标 ,再 由 两 点 式 确 定 直 线 BE СЕ 
的 方程 并 子 以 联 立 ,问题 可 缆 解 决 ,只 是 这 


样 做 ,计算 上 要 遇 到 点 麻烦 ,改变 一 个 角度 $ 
ЗЕ. АЕ = у АС,АЁ = ТАВ, ВОІ СЕ! 
C 


: ТЕАТ =2:1, | AF \:| FBi = 1:3. REHE 
劳 斯 定理 ,可 得 
1СЕ| 1АЁ1 | BDI 


=l, 


[СА] | FEI ТРЕ E8- 
MT i BDI: IDEI =9:2. 根 据 定 比 分 点 公式 
知 
_ xc t2xA _ Xe + 2xA 
т J42 3 ' Ф 
хв + X їр 
2 #хв + Ox 
хр 三 9 = ET £ (2) 
1+5 


ҢЕТМК A Q , 4EM EN 
_ 6ta + 2хр +3 хс 
хр = 11 


同 理 = бул + 22 + Зус 
ат РАВО А—%}#. 
根据 物理 知识 ,我们 知道 ,如 宋 三 个 项 总 4、B、C 人 处 放置 有 质量 
Э тад, тв т. 的 质点 ,那么 这 个 质点 组 的 重心 И 坐标 是 


| ТАХА + PLXB + Moxe MaYa + maypa + eye | @ 


Ma T+ Mg + me та + mg + me 
Вн): В, САЕМ В, СЕЕ т, : 
mg 所 以 由 定 比 公式 得 N 点 的 坐标 为 
| mgxg + mexc твув + eye | @ 
mg + me i mg + mr 


94 


同样 ,4 处 质点 与 N 处 质点 重心 坐标 为 


| Mata + (тв + те) ху maxa + Стр + тс) Ум Ф 
Ma + тв + Mme i Ma + mp + me 
ЖО АВВ). 


М РАНО 4. A АЕ: ЕВ = 1:3, ТЕ А,В ЙК ИШ 
点 的 重心 在 下 ,4 处 质点 的 质量 应 当 是 召 处 质点 质量 的 3 ñ. 又 因为 
AE: EC=1:2, 为 了 使 4、.C 处 两 质点 重心 在 已 处 ,4 点 处 的 质量 应 当 
是 己 处 的 2 倍 .于 是 ,我 们 可 在 А,В,С 处 分 别 放 喷 质 量 为 6.2.、3 的 
质点 .这 样 一 来 , 48 的 重心 在 让 4A、B、C 的 重心 在 CF 上 ,同样 又 有 
А,В,С 的 重心 在 BE 上 .因此 A.B. C 的 重心 就 是 CF 和 BE 的 交点 
D.EN D Ф509, Ф. 


Ж 一 般 地 ,如 果 S = 下 ,A = 下 ( 通 分 总 可 使 两 个 蜡 分 母 分 


ЕС 
数 化 为 同 分 母 分 数 )， жр. 可 求 出 BE, CF 的 交点 的 坐标 为 
(e+ ПХ; ба + тур + пус). @ 
{+т+пһп ° ф{+т+п. 


例 3 23 K Bj g80)— B ORA RA, 这 里 列举 一 下 用 三 
角形 顶点 坐标 表示 三 角形 中 几 个 特殊 点 的 坐标 . 

(1) # BE CE 32 АВС 的 中 线 , 由 加 立即 可 得 全 ABC 重心 的 
坐标 为 


HE + Жр + хе), Ол + Үв + yc) a 
(2) 车 BE CF 为 A4BC HRAPAR WBE = 2 , 28 = <, 
将 它们 代 人 鲜 并 化 简 , 可 以 得 到 入 4B6G' 内 心 工 的 坐标 为 


(mtae аул + ortec) 
atb+ece "` a+b+e 


(3) # ВЕ,СЕ 32 ABC 的 高 , 则 ， 


———_+—— ы 
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H, 


$ 
AF сов 
FB a ` 
сов А 


从 而 ,A4BC HEO H HEIA 


Q b C 
cos" cos + ET. < G€ DAY + сов В? + cos С? С 


а b. +6 i G 4 b КЕЕ: 
cos4 cob cost cosd cosB cost 
(4) Ж BE.CF бкл 的 外 心 0, 则 
BE . ， = „АОВ 
AE _ sinAÀ ka s sinC sin £ 2  _sntC-cosCÇ Sn2t 
ЕС ФЕ. бп СВЕ sink: sin Z = п ВОС sind:cooA sin24 
вїп2 В | 
IH _ РАЯ y 
HR, = = PRLI, A ABC 外 心 的 坐标 为 
Е ыш2А "ха + sin2B ° xg + 52 (хс Sin2A y, + sin2 B ° ур + sin2 C * re), 
Sin24 + sin2B +sin2 C , віп24 + sin2 B + sin2 G 


例 4 如 图 8-2, 过 点 P(3,1) 的 直线 1 被 二 平行 直线 人 :x +27 
-1=0 与 :x+2y-3=0 所 截 的 线段 的 中 点 在 直线 b:x- у - 1 = 
0 上, 求 直线 1 的 方程 . 

分 析 RER 1! 被 二 平行 直线 五 h 
所 截 线 段 的 中 点 为 五 , 若 能 确定 点 E BJ 
坐标 ,由 两 点 式 即 可 得 到 所 欲求 的 直线 1 
的 方程 .要 做 到 这 一 点 办 法 还 不 少 .以 下 
的 蕉 法 较 好 地 利用 了 图 形 几何 性 质 , 有 助 
于 简化 计算 :点 五 在 与 平行 直线 五 、 等 
距 的 直线 i, 上 ,不 难 求 得 i ВУ. Е 图 8_2 
Шх+2у+с=0, ЖФ 


_-—1+(-3)_ 2 
= 5 = —73, 
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也 就 是 l, 的 方程 为 
х+2?у-2=0. 


解 方程 组 | O TT Ë копиру СФ, 1) BARERA 1 


的 方程 为 2x -5y -1=0. 
以 下 的 一 种 想法 则 是 直接 在 代数 运算 上 佑 “文章 ”， 
将 直线 方程 


x+2y- 2=0, 
-1 


h:x+2y-l=0, 
与 L:ix+2y-3=0, 
相 乘 得 二 次 方程 {(х+2у-1)(х+2у—-3) =, Т) 
这 个 方程 表示 的 就 是 二 直线 h 1. 现 将 中 改写 为 
(x+2y) ° -d4(x+2y)+3=0. (2) 


HER ?的 参数 方程 为 


[z5 tosa (1 为 参数 ) @ 
у= |] +¿snza, 
(сова + 25іпа )2 2 + 6( сова + 2sina ) t + 8 = 0. @) 


设 育 线 XAR L. i, ҒА. B ,线段 АВ 的 中 点 下 .于 是 сово + віва 
70, H 
titi 3 

2 0 cog + 2sina ' 


КАШ * Е „ААЙ АО ху, Yo) ,有 


= 


3eogm 


xo = 3 — - 
0 cose + 2зїпо', 


Jsme 


=] -- —, 
Yo cose + 2sing 


Еа, Е, 
(3- 一 :ea | -(1- 2980) _1=0. 


сове + 251па совт + 281пс 
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解 得 tana = BURR ! 的 方程 为 ?>- 1= 202-3) B 
2х-5у-1=0. 

上 述 解 法 中 ,将 两 条 直线 的 方程 合成 一 个 二 次 方程 是 极 有 用 的 . 
在 某 些 场合 它 往往 比 单独 处 理 两 个 方程 更 为 简捷 骨 快 ， 

H5 已 知 直线 1:y = 4x 种 点 RC(6,4), 在 1 上 求 一 点 ,使 直线 
RQ 与 1 以 及 x 轴 在 第 一 象限 内 所 围 成 的 三 角 
形 面 积 最 小 ， 

分 析 RA Q 坐标 为 (xo, уо), 直线 QR 
Ж x Е Р(х, ,0), Ш yo 为 会 00P 的 0P 边 上 
的 高 ,又 点 中 在 直线 00 Е, yo =4x6; 如 图 
8-3. FË 

(áx -4)X(6- xi) – 4( x — 6) = 0 
Sy 8-3 

整理 得 x = 一 一 . 


xo- l a 
显然 4x0 > 4, B хе > 1, 否 则 点 0 位 于 直线 y =4 的 下 方 ,此 时 不 
可 能 存在 一 个 由 直线 АО, Г x 轴 转 成 的 位 于 第 一 象限 的 三 角形 . 
所 以 ,全 ООР 的 面积 为 
2 
S= l 141—250 | 10 


2 xa- 1 xg- l 


10 
xo ~ 1 


= 20 + 10l xo — 1) + 


10 
x 1 


=> 20 + 2 1O( xo — 1) - 


= 4⁄0. 


当 xa = 2 HJ, S. i = 40, F 点 坐标 为 (2,8). 
例 6 在 直线 1:x+y-5=0 上 找 一 点 P(z,y), 使 得 点 Р(х, 
y) 对 A(t1,0) BG, OHRA ZAPE RK. 
08 


分 析 一 ”如 图 8-4,|14B8| =2,P(x， 
y) 为 1 上 的 点 , 作 АЕ. ВЕЗА T AAB, А. 
交 IFEF. TI 

Z AEB < / AFB, B. Z AFB = 


У 


[ч 


Щщ PATS E.F 重合 时 ,直线 АР, 
ВР 的 斜率 分 别 为 kpa = Tik = Ta: 
ZZ АРВ = a ,并 记 tana = А. 

(1) 当 PP 位 于 上 半 平 面 时 ， 


_—Ё_ 
kpn- ka хҗ-3 х—1 


I+ kaka ү, у, у_ 
х- 35-1 


А 


整理 得 
А(х”°-Ах+3+ у”) = 27. D 
将 x =5 一 y АСИ 
Ay? — (3A+1}y+4A=0. 
此 时 ,有 
А = (ЗА +1)°- 164220, 
即 ТА? -64 ~ 1<0. 


1 
ИҢ - T &А<1. 


显然 4>0, 且 41, 故 4<1, 说 明了 APB <. 
(ОЧ PP 位 于 下 半 平 面 时 ， 
У 7 
= kpi Ерв x-l x-3 
1+ Араќрв ү у, у 
x—- 1 x-3 
整理 并 将 x =5-Y 代 和 ,可 得 
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Ау? ~ (ЗА - 1)y +4A =0. 


此 时 有 

А =(3А-1)*—- 164220. 
ВП 742-64 – 10. 
18 1А 


去 了 ， 
同 祥 ,不 难看 出 4 >0, 从 而 


1 n 
Асы = F Фах = атап — . 


综 上 所 述 , LAPB 的 最 大 值 是 车 ,点 P 的 坐标 为 (3,2)， 
分 析 二 ”实际 上 ,本 例 基 于 这 样 的 几何 事实 : 行 直 线 了 上 的 点 与 
{ 外 两 点 4、B 所 成 解 人 APB RA, ME АРВ 与 直线 1 相 切 .否则 直线 
¿SDN ABP 还 有 一 公共 点 , 设 为 9, 位 于 线段 PQ 内 的 点 M, tE 
Z AMB > Z АРВ, SAFE. 
易 知 1 Ej AB 交点 C(5,0). RR bs B] ze EBI 
| CPI = 1ACI* BCl =4x2=8, 
所 以 iCP1 = 2472. 
直线 【方程 可 改 所 为 
x = 3 -+ teos 22, 
з (t 为 参数 ) 
y= вп. 


取 # = +242, ЖИ Р|(3,2), Р,(7, - 2). HF ZAP B = 2, 
A. 


Z AP B< ZAP, B = дАР В ЕКВ, 已 (3,2) 为 所 求 P 
例 7 证 明 : 无 论 4 RAE, AA 
(2+А)х—(1+А)у-23+2А)=0 
与 点 Р(—2,2)[ 0 Ш d 都 只 能 小 于 4Y2， 
分 析 将 方 释 坚 形 为 
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(2х-у-6)+А(х-у-4) =0, 

故 这 直线 伍 过 二 直线 
2х-у-б=0 

М. x-y-4=0 Ф 
的 交点 . 设 交 点 为 М, D1 M 点 坐标 (2， 
-2).| PWMI=4v2, 对 于 任何 一 条 过 M 点 
HRA PACHER A I PM a 
8-5). МЧ M ЕН PM 的 耳 线 的 方 
程 是 中 ,但 无 论 4 为 何 值 , 题 设 直线 方程 88-5 
都 不 能 表示 为 由 ,所 以 d < 4./2. 

例 8 Н^АВС ЗЕЛ HS5 ZA 的 内 外 角 平 分 线 的 垂 线 , 垂 足 
Ля Е.Е, M HBC КФА, Жи. М. 
Е.Е = tH. 

分 析 由 于 4 的 内 外 角 平 分 线 互 相 
垂直 , 故 可 以 它们 所 在 直线 为 轴 建 立 坐 标 
Ж.Ш 8-6. 8 Ав ЯЕ, ШЕ = 
со, (0,17). їй АС 的 斜率 显然 为 - 
k ETITA B ВУЧЕ (Ob. bk), a С АЈА 
у (е, — с). 于 是 点 МАЖ je ` 8.6 
(He Е) уаз нв 
《ao), 刚 匹 , 天 的 坐标 分 别 是 (0,o) (0,0). 直线 EF 的 方程 为 

ж =l. T 


国 CHI AB. BH | АС, PT UJ 
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两 式 相 加 ,整理 得 
vthp+e}+ulth— с) = 21р, 


bte, k( b - ce) _ 
M 2ш a 7L 2 


把 点 м бо H ,他 二 2 和 代入 加 的 左边 ,根据 @ 知 其 值 为 1， 
说 明 点 M ERA EF FE. BH M E FZR, 

i 用 解 术 法 证 三 点 共 线 的 常规 思路 是 ;或 证 明了 两 两 连 线 斜 率 
相等 ;或 证 明 其 中 一 点 在 另 二 点 的 连 线 土 ， 

如 果 两 条 直线 的 交点 只 是 在 解 题 的 过 程 中 出 现 ,而 不 是 最 终 需 
要 得 出 的 结果 ,我 们 往往 不 求 出 交点 的 坐标 ， 而 采用 互 线束 的 形式 ， 
ИЖ Б ЖИЕ ИЙ.  - 

#J9 Ë ZAABC 的 顶点 4 引 ВС ЗЕ EEA D.E AD EIE 
取 一 点 吾 , 直 线 BH З AC P E, СН Ж АВ FF, AE AD FH ED 与 
DF 所 成 的 角 

分 析 ”如 图 8 - 7 建立 直角 坐标 y 
系 , 设 A(0,a},B{b,0),C(ce,0), НТО, 
А). TEAR BH 的 方程 为 


Фере с 


直线 АС 的 方程 为 


5 в 1, D 
М 性 


过 BHAC 交点 上 的 直线 束 方程 为 18-7 
(žep) (аа) о з 
有 意思 的 是 当 1 =1, = -1 时 ,@ 中 的 常数 项 能 被 消去 ,这 意味 着 

此 时 国 变 为 
1 1 1 1 
{у-уу ъа) 9 © 
直线 四 过 原点 , 即 为 直线 DE. 
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HT B.C 的 "地 位 "是 平等 的 ,所 以 直线 DF 方程 为 


2-6) 00-54) 9 9 

HO ONEA DE, DF 的 斜率 互 为 相反 数 , 所 以 AD 平分 ED 
与 DF НЛ. 

注 “作为 本 例 的 特殊 情况 ,如是 三 角形 垂 心 时 , 它 也 是 垂 足 三 
角形 的 内 心 ， 

#10 EB UU J HE ABC 中 ,AD с 
жни BC 上 的 高 . 连接 三 角形 ABD ION, 
的 内 心 与 三 角形 4CD 的 内 心 的 直线 分 - Е“) 
别 与 边 АВ 及 边 АС 相交 于 处 及 上 两 `) 

点 .三 角形 ABC 与 AKL 的 面积 分 别 为 ANN 

SAT. RKE: 52227. | ; 
Эт 设 和 4BC 的 三 边 长 分 别 a， 

b,c, 其 中 8-8 


H | =. о 
问题 在 于 如 何 算得 T, 这 一 点 十 分 棘手 .不 过 从 图 形 直 观 地 看 ， 
A AKL 似乎 是 等 腰 直 和 角 三 角形 .不 妨 作 一 大 幅 猜 想 ,一 且 这 一 点 得 到 
证 实 , 问 题 也 就 迎刃而解 了 . 不 过 用 纯 几 何方 法 证 明 它 仍 非 易 事 , 倒 
是 运用 解析 法 方便 些 . 如 图 8 - 8, 建立 坐标 系 . 只 须 证 明 ЛАВР, 
AACD 的 内 切 加 圆心 1,、 在 直线 
十 了 二 上 (9 

Е. 

PA ABC АЛС Г, 7 U) BC РЕ, ЈАС 于 六 ,那么 ,如 
图 8-9 所 示 ， 

СЕ + Е = FA + СЕ = b. 


由 于 全 4DB ^^ САВ, ИНИН. ЖС, 
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АЕ, + Eih = ^+}, @) С 


这 里 E, 为 人 OT 与 АВАК. X SFO L, Uj АС 于 
E, Ша 


АЕ, + Ез = sc, (5) Ё 


@ О) ФЕН ду, i、 的 纵 模 坐标 满足 方程 9, 其 中 


1 
2 
ORAO, £= 5, 


-® ak, 
гі 


| 8—9 
T=> l AKI TALI = | 


BH (DI 


фу. 


练 > /\ | 


一 .选择 题 


1. нај" G 为 参数 ) 经 过 定点 (2, - 1), Чар < 0 
у= -1+ bt 
时 ,倾斜 角 为 ). 
(А) arctan 2 (В) ~ arctan 2 
(С) z — arctan 2 (D) я + arotan 2 
2. 方程 6xy +45 — 9y — б= 0 表示 两 条 直线 ,这 两 条 直线 的 来 角 
是 ( ). 
(А) 90 (В) 60 (С) 45° (D) 30Р 


3. ЖЕД HR 4x + y =4, mx + у= 0, 25 — Зту =4 不 能 围 成 三 
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HE т 值 最 多 有 ( ). 
(A) КТ (B) 2 + (C) 3 T (р) 4 个 
4. ЕЯ М 9151401,0), Bla, DAR у 轴 的 距离 都 相等 , 若 


这 样 的 点 M IEE а 可 能 值 的 个 数 为 ( ). 
(A) 1 (В) 2 (С) 3 (D) 无 数 个 
二 ,填空 题 


5. BAA 4(2,]) 和 8B( -2,2), 在 直线 1:25 -3y+ c = О 
w, m e 的 取 值 范围 是 O 

б. GĦ AABC 的 项 点 4 的 谷 标 是 (3,4) ,重心 С HEEL, 
,项 点 了 在 第 二 象限 . 若 垂 心 在 原点 О, M| B д s bk 28 


7. 梯形 OABC 的 坐标 依次 (0,0) 16,0).(4,5)00,5) ,直线 PQ 
交 边 ЄВ,ОА 于 P.0, 旧 过 点 MÈ, >) ,梯形 ОАВС 被 直线 PQ 分 成 
的 两 部 分 面积 的 比 为 ___ . 

8. 经 过 点 P(2,3) 恒 被 陋 条 平行 直线 1,:3х +4y - 7 = 0,1,:3x 
+4yr+8=10 所 截 得 的 线段 长 是 3v2 的 直线 方程 是 

9. ОРЕ хг + ху - 652 — 20x - 20y + k = 0 ИЖА 
2 W| x РЕА ЖЕН ЯМЕН ZE 

10. 已 知 平 面 二 两 点 AC, DA BO. 4) ,点 M ERREI- y — 
1=0 E, HEIMA] -1MB1 最 大 , 则 点 M 的 坐标 为 

三 、 解 答题 

1. 已 知 全 ABC 的 顶点 4(3, - 1), AB 边 上 的 中 线 所 在 直线 方程 
是 6x+ 10у — 59 = 0, Z В 的 平分 线 所 在 直线 是 x -4y+10=0, 求 ВС 
进 所 在 的 直线 方程 ， 

12. 设 梯形 ABCD WF IR AB, CD 上 和 省 有 一 动 点 了 、0. 直线 
РО 平分 梯形 面积 , 求 让 : РО 过 一 定点 ， 

13. 过 边 长 为 а 的 正三 角形 的 重心 G 作 一 直线 交 两 边 于 上 ,下 ， 
设 ЕС. ЕС EKEN p.q KHE: 
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1 1 | 9 
фа? 

14. Ж AD 3. ВАС 的 角 平 分 线 .如 果 射 线 AL E AUT AD 对 
称 ,那么 下 与 АЖНО TF ВАС) ЖЕ Щ#, ПЕН: ТЕ АВС P, 
如 果 AL. ВМ. СМ = 88 82k 38 —ю P, WEDAI FBAC, 


Z СВА Z ACB КНУ 54821 AL ВМ СМЕ. 
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第 九 讲 ” 圆 的 方程 


在 平面 几何 研究 中 , 圆 占 有 突出 地 位 .在 解析 几何 中 , 圆 的 研究 
也 是 一 项 重要 内 容 . 
1. 最 简单 的 圆 的 方程 是 攻心 在 原点 的 区 的 方程 ; 
x + 人 一 r, D 
其 中 r 是 半径 长 . 它 的 参数 方程 形式 是 
作 лоно, (0 5580 
y = гөш. 
(х,у) В х2 + y= 的 切线 方程 是 
X|X + ууш r’. 
LAA Go уо) 5 ПЯ 07286, HHLA BJ PE RERA л (ло, Yo) 关于 图 
ОЕ кд 3& RDE 
кох + уру = r°. 
2. 圆 的 标准 方 笠 是 
(x — xe) + (у- yo)? = 2, (2) 


这 里 圆心 为 (xo, yo) ,半径 长 为 r, 它 的 参数 方程 形式 是 
= xo + resp, (8 为 参数 ) 


利用 举 标 系 平 移 , 可 相应 得 到 切 续 方 程 Л д5. 
3, АЧ — 77 
x+ у + Dx + Ey+ Е = 0, 6 
ИКИ -2, _ $) ,半径 长 r= Ly Р? + FE:-4F, 其 中 D +R - 4F 
> 0.4 D+ E -AF =0 Ht, AREA A. WA ЖО хл, у) ВЛАСНУ] 
107 


y= yo + rsing. 


线 方程 是 


+ + 
+ ууж р” s EH + Е=0, 


А Ру xa, уо) B| Bl J UJZ8 , AN Ру ,出 切线 长 


IPoP |= V хф+ уй + Dro+ Ёуу+ Е. 

4. 到 两 不 同心 的 已 知 柄 С: + у + Dx + Ey + Fi = Ü(i= 1, 
2)BJ UJ Sk TS $H S PJ ДЕ, ТЕЛ КШ. BN [El Ba АШ. 共 根 轴 的 圆 系 称 为 共 
НАЖ. ЖЕННИ ЖЕ B) Jy ЖЛ 

Ail? жу + Бух + Ey + F.) + Aala? t у? + Рох + Еу + Р) = 
0, 出 
А.А 不 同时 为 零 . 当 ) = -42 时 ,二 即 为 圆 的 根 轴 方 程 

(D1i- Dox+(E- Ез)у+ Fi- F, = 0. @ 
HARHA BF ,电表 未 过 两 区 点 的 圆 系 ; 当 两 图 相 切 时 .中 表示 过 两 
贺 切 点 旦 与 它们 相 切 于 该 点 的 圆 系 ， 


例 ж Vi 


例 1 BÆ 4(4,2)、B8( -1.3) 两 点 , 且 在 两 个 坐标 轴 上 的 
四 个 截 上 读 的 和 是 14, 求 此 阅 的 方程 . 
解 ” 设 圆 的 方程 为 | 
x” + y° + Dx + Ey + F = 0. Q 


ВЕ А.В 防 点 , 故 有 | 
20+4D+2E+ F=0, D 
1 F = 0. 
ТАЙНЕ x 轴 、y 轴 上 的 截取 分 别 为 x ,x;,; ут, Уз. ШЕИ 
Xi + Xp + y) + y> = 14, 
分 别 令 y=0,x=0, 由 中 得 
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х'+Юх+Е=0, 6 
y+ Ey + F =0. @) 
ЯД TREH, HO, GM 
x (+ x= - D, (7) 
yi ty2= — Ё. 
HD ИКАЯ 
D + E = - 14. @) 


HOQ G 8 D- -4,Е= - 10, F= 
16. 所 3k B Р Ж 为 
х? + у*—4х - 10у + 16 = 0. | 

例 2 ЕЯ x?+ у2=1 MAR у=2х 
+m ҒА. В, А 0A . OR 与 x 轴 正 方 间 
所 成 的 角 是 a 和 有 ,求证 sinta + REE. 

分 析 一 ”如 图 9 -1. 设 Alcosa, sina), 
Bcf, sing), T Ж 


sing = 2cosa + т, D 19-1 

sinf = 20088 + т. @ 
# у =2в + m КАШ з? + у? = 1,38 y 63809 
5х7 +4тх+ tm — 1) = 0. @ 
нЗ S АНС, СЗС cosa ,cos8. 根 据 韦 达 定 理 得 
сова + cos = - m, . . G) 
сова cosg = 271. 5) 
SORAL 


sin( а + B) = sina “cosB + cosa * sing 
= (2соѕа + т) cos + cosa ( 2cosa + т) 
= 4соѕасоѕ8 + (cose + соз?) т. (6) 
ED. DRAGO, A 
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sin(a + B) = 4 Ес: $ a)m 
- 4 
=: 
分 析 二 ”根据 万 能 置换 公式 
ар #8 
sin( a + 8) = — — ‚ D 
1 + 2 < 


若 能 求 得 tan 2-5 值 ,问题 可 塑 解决 ,如 图 
9-2,8 AR 中 点 中. 连 00, OD | 4. 从 
而 


Z x0D = a + > 7 (请 - а) = 方 (a+ 8). 
яна арван, SOLAAR овез 1. 


9-2 


tan +22 一方。 


ARAD, MAT UAE. 
注 圆 有 很 和 多 几何 性 质 , 充 分 利用 这 些 性 质 ， 数 形 结合 是 研究 图 
有 关 问 题 的 一 个 基本 思想 . 
例 3 过 点 村 (3,0), 作 直线 5E r+ y= 16 相交 于 两 点 А, 
B ,求全 A08B 面积 最 大 值 . 
分 析 注意 到 10M| = 3 是 定 值 ,考虑 通 
过 Saros = 2° OMI: iya - 知 1 进行 面积 计 
Е. | š; 
i RHAG, AEA x = усіапб + 
3, 代 人 图 О 的 方程 ,化 简 得 
(1 + сіап20) у? – (6ctan0) y — 7 = 0. 
根据 韦 达 定 理 图 9-3 
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【一 0 бсоіб у + 28 


yan yel EN н” T 1a сод 
= 2w 9sinzbgcos20 + 7sin26. 
于 是 
Sason = | OM. Iya- уві 
= 3. —9sin! + 168іп20 
= 3, -9(эш?@ - 2)2 + <8. 
TURR 242 时 取 等 号 
PH3K “^ АОВ 面积 的 最 大 值 为 8. 


例 4 自 点 A( - 3,3) 发 出 的 光 钱 ГАР AD? 
到 x 轴 上 被 x 轴 反 射 , 其 反射 光线 所 在 直线 、 
5A С 


д? + у*-4х-А4Ау+7=0 
相 切 , 求 光线 1 所 在 的 方程 . 
分 析 一 ”如 图 9 -4, 在 坐标 平面 上 ,经 
s 轴 信 射 光线 与 反射 光线 间 的 斜率 互 为 相 тоа 
RA. RAZ {у= Е(х +3) +3, ШБ ЭЕ 
ВЖ 及 满足 下 = -直线 1 与 x 轴 交 点 坐标 为 


( -3040 0) , 故 直 线 /的 方程 为 


у= 一 bx + ЕЕ, 
化 篇 得 у= —(ke+3k+3). 
对 C12,2) 点 到 前 线 [的 距离 为 
q- Bl _ 


Skl 
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解 之 ,得 = -他 ,和 = -- 妆 .从 而 得 到 直线 1 的 方程 为 


y= (+3) +3, 


或 у= - (z +3) +3. 
В 4х+3у+3=0 5 3х +4y- 3=0. | 

分 析 二 ”这 是 一 个 轴 对 称 问 题 . 我们 只 
须 作出 贺 С 关于 x ЖЕМЕК С (图 9- 
5) ,再 求 出 由 点 4( - 3,3) 向 网 C' 所 引 切 线 
方程 即 为 所 求 ， 

ПОШ, А C 方程 为 

(x -2) +(y-2)=1, ` | 
它 关于 x HURMA СУВЕ o 图 9- 5 
(х—2)*+(у+2) = 1. | 
BOCH I PERRETE 
ү-3= k(x+3), 

S C (2, - 2) АНАА Т І, В 


156510. 
v k+l 
解 得 5= - T k= - 他, 进而 求 得 直线 1 的 方程 
例 5 СЯН С. 
(х-2)2+ (y - 2) =2, Ф) 


过 原点 ОЛЕР 07 ОТ. UAA 了 , 7, 再 引 1 一 直线 1 交 直 线 
T T, F К, B| F M.N, УЖ ОМ, ОМ .OK IK ВЕЛИ ҖЕ t,t t, 
求证 : 


分 析 OEA 
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х^°+у*-4х-4у +6б= 0, 
直线 Ti T, В ЭРА С 的 切 点 弦 所 在 直线 ,其 方程 为 


Oa +05 у —4-(219) 4.070) 6-0, 
ВП х+у-3=0, 0) 
没 直线 / 的 参数 方程 为 | TSE U AER RADE 
= isng 
£ — 4( сова + sina ) t +6 = 0. D 
因为 直线 | Е СЛЕТИ. М, AORA, HA u, t. 根据 书 达 定 
理 , 有 


人 (2) 
tih = 6. O 
HD. OAM 

l 3 iti 2 Е 

"ui 1:0 = 3 (оова + sina), (б) 
ХЖ СИКА ĠO 


{сова + sina ) = 3, 


此 方程 的 根 妈 OK 的 长 度 为 13, 有 


Z _ Z (cosa + sino). (@ 
їз 3 


HOD 9), man nakaq. 
例 6 有 求 以 相交 两 网 С: 
x+ у +Фх + y+1=0 
A Ca: 
x + у“ +2ж+2у +1=0 
的 会 共 弦 为 直径 的 圆 的 方程 ， 
лї ЖЩ бы, А,В 的 坐标 , 则 图 的 方程 也 豆 可 求 .五 一 
途径 是 免 求 交点 А,В EA, БТА. В 的 图 系 方程 : 
Аү(х* + y +4х + у+1) +A (+ у +2х+2у +1) =0. (1) 
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HUA = - А = 1.618 С, 与 图 C, 公共 弦 所 在 直线 方程 
2х — y = Ü, Ө, 
ЯС, 的 圆心 ( - 1, - 1 不 在 直线 人 多 上 , 放 可 将 二 改写 为 
x+ ү +4х+у+1+ А(х +у +2х+2у +1) =0, 
其 贺 心 坐标 为 C{ - 264, -эүу лу) .点 C 在 直线 @ 上 ,所 以 


2(2+4) _1+2А_ J + 24 0 
ї+А T 2(1+2)) 


— 


解 得 = - 方 . 故 所 求 方程 为 


HII Sx + Sy + 6x + 12y + 5 = 0. 
例 7 RE C: 
x +y? +25 +6у+9= 0 
HH С: 
жж у —6х+2у+1=0 
的 会 切线 方程 ， 


分 析 ”由 于 两 圆 的 公 切 线 分 别 内 分 和 外 分 圆心 距 成 两 圆 半径 之 
比 , 故 两 圆 的 公 切 线 与 连 心 线 的 交点 可 确定 .从 而 将 两 圆 公 切 线 问题 


转化 为 过 一 点 作 其 中 一 到 的 切线 问题 . 


由 两 图 方程 车 加 和, 的 圆心 为 01( - 1, - 3), 半径 п=1, C; 
的 圆心 为 02(3, 一 1) ,半径 г, = 3.1) Bš |B| AIMATA ЕЕ 


0,0, N.M, 
OM n 1 
Q р p 3 ` 
ON nm | 
МО» т 3 


利用 定 比 分 点 公式 可 得 ху -3, yz = -4 xx= 0, уу = - >. N 
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两 圆 外 公 切 线 过 点 M НОУ 


y+4=k(x+3), 
Bp kx- y+3k-4=0. T 
A С, 的 圆心 01( - 1, - 3) 到 直线 中 的 距离 等 于 半径 ， 
即 D+3k-4l_] 
y lk? 
解 得 =0 或 上 = 他, 代入 介 得 两 圆 外 公 切 线 方程 为 +40 5 4x 
- Зу = Ü. 
FARADIS NEHERA 
y+ = ka, 
即 Zr — 2y — 5 = 0. (@ 
+ 12#-(-1)-2°(—3)-51_, 
= V 4+4{? 
解 得 上 = -Z , 代 人 加 , 即 得 两 圆 ~- 内 公 切 线 方程 为 
3x +4у + 10 = 0. 


AEA HA С, С. 相 离 ,内 会 切线 应 有 两 条 , 另 一 条 肉 公 切 
ЈИЕ ГЕ? 毛病 出 在 设 两 圆 内 公 切 线 的 形式 为 名 时 ,排除 了 
过 点 N 而 斜率 不 人 存在 的 直线 为 两 圆 内 会 切线 .事实 上 ,直线 x =0 正 
是 被 "遗失 ”的 所 要 求 直 线 ， 

例 8 在 全 ABC 中 ,48 = АС, 0 内 切 于 全 4BC 的 外 接 圆 О, 
F D,3E:B S ABAC ЗИТ Р. О.Ж: Р.О 所 连 线段 的 中 点 
是 和 六 ABC 内 切 圆 的 圆心 ， 

分 析 如 图 9 -~ б, ВУВАЊЕ, ФБИ О 的 半径 为 1， 
Qlco sin), WE DCO, - 1), AC 方程 为 

хсов@ + узіп — 1 = 0. Ф 
又 СР АС, РЕ DC 的 方程 是 | 
y +] = хїапё, 
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ER xsin — усо» — cos = 0, (Ж 
联 立 中 ,外 ,可 得 点 的 纵 坐 标 是 

y = sin0 一 соз? б, 3 
这 也 就 是 直线 CB 的 方程 . 

ADOTE АСЕ 平分 线 方程 为 
Xeos0 + y*sinÜ -l= — y + sing - созд. 
ES y HZA M 应 是 全 ABC 的 内 心 ,而 
点 M 的 纵 坐 标 为 


_ 1 +sin0 — cos sind(] + sing) 
1+sngd  l+sin0 9-6 


= ѕіпд. 

МШ M EAR РО 工 日 为 线段 РО 中 点 . 

例 9 AWE: ТЕОРЕ Јаја АЕ, 18 

(1) ТТЕ Я ЕТА А] Е; 

(2) 此 集合 的 每 个 圆周 上 有 和 有 生 只 有 一 个 整 点 . | 

分 析 КУРЕН ЕЙ, KEETE- T Ff ЖС) 
实例 . 而 其 本 质 又 是 寻找 出 一 定点 Pl ху, Yo) ,对 于 尾 到 两 个 不 同 整 
Ж А(а, р). В(е, 4) (a= с, b= d FARREZ), WA 


天 一 


IPAiz IPB1I. Ф 
因 
| PAI? = (xo а) + (ya - Б), . 
| PRI? = (xo — e) + (yo — d), 
Я | 
LPAI- | PRU 
= 上 (xD 一 a) + (ур bY [(xo —- e) t (ya - d) | 
= а? bm et ак íe — а) + 2( b — dYya. (2) 


由 也 可 知 ,对 于 整数 а, Б, с, d, ОНО), Н хо WAER, 2yo 
为 真 分 数 ,这 是 因为 
(Í) атс, ОЕ ЙА]. 
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(ii 车 ==c, ШОШ ЯЛА (Ь—-4)\ 5+ 4+2у,) #0( Ьу d) 
ADRI. 
现在 可 将 所 有 点 到 P 点 距离 从 小 到 天 排 成 一 列 
йу, də, өз, 4„. єз, | 
ЯВА, РЭС, dio d,, e, das … 为 半径 作 同 心 圆 集合 即 得 所 求 ， 


一 .选择 题 
i. 如果 实数 х,у 满足 (x - 2)?+ y = 3, 那 么 写 的 最 大 值 是 
(А) 2 (в) v3 (о 8 (з) 8 Еи 


2. Р?=4Е НЕ 50 E.B] х2 + 2 + Dx + Ey + F = 0 15 x 轴 相 切 


的 ( ). 
(А) 充分 但 不 必要 条 件 (В) 必要 但 木 充分 条 件 
(С) 充 要 条 件 (D) 既 不 充分 也 非 必 要 条 件 
3. 方程 1x| -1=x 1-(y-1) 表 示 的 曲线 是 ( 2. 
(А) — ËB (B) 一 个 半 图 
(с) 二 个 半圆 (рф) 二 个 画 
4. 曲线 x` + — y = 0 5 ax” + bey + x =0 WARS HRA =I 
不 同 的 交点 ,那么 a,b 满足 ( ). 
(А) а^=4Ь+4 (В) аб, a2=4b +4 
(С) аб, b= -1 (0) ax0,o =4b+4 或 a¥0, b= -1 
二 .填空 题 | 


5. 设 A( -4,5),B 两 点 是 圆心 都 在 直线 3x -2y+5=0 上 的 两 
相交 贺 的 交点 , 则 p 的 坐标 为 __. 
6. АШ И = (х,у) у= 2a- xt, a>0l,N= |(х,у}(х- 
1) + (у -43) =a, а> О, МПМ @, а 的 最 大 值 与 最 小 值 的 和 
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7. BA M = (х,у)!у=М 9- x, y0}, N= '(x,y)|y = x+ 
biH MON 为 单元 素 时 ,3 的 取 值 范围 为 

5. ух + 2 + x -6y +m =0 5 ®х+2у›у-3=05Ж5-[ P.Q 
两 点 ,0 为 原点 ,OPL00, 则 m= 

9. BAIR Cia + yt- бх -4у + 10=0, Н 1:у= mx, 直线 1,: 
3x + 2y + 10-0 H LAB САН НАЕ Р, 1, L 的 交点 是 Q, 
О 为 原点 ,10P1:1001 的 值 是 _.. 

10. а ТРИ х2+ (5 -1 =1 上 任意 一 点 P(x,y), 使 不 等 
д x + y+ т;>®0 {В М. , m 的 取 值 范围 是 . 

ll. 当 a 为 任意 不 等 于 1 BJSE SHE, А х2 -2ax + уг +2(а-2) 
y+2=0 均 与 直线 ЈАН, Е ЈЕ 

三 .解答 题 

12. BAS P EB] С:(х+—5)°+(у-5)°=16 LAH, ЖР 
点 4A(5,0) 的 对 称 点 是 0, 将 半径 CP 绕 圆心 C 依 道 时 针 方 向 旋转 
ООР) CR, 当 点 Р ТЕП С 上 移动 时 , 求 1 避 | 的 最 值 . 

13. 设 正三 角形 АВС 的 内 切 圆 与 三 边 ВС.АВ.АС 的 切 点 分 别 
为 下 .有 下, 若 劣 弧 全 上 任 一 点 已 到 三 边 距 离 分 别 为 ,9,r. 求 证 : 


1 1 1 
р? + r2 = g2. 


14. (1) 求证 :过 两 定点 (x1, уз}, ж) уз) B) B] # Jy РЕЛ 

(хе ж) (х х) + (у-у) (у-у) + k|(x — яр) (у yi) — 
(у-у) (х - х1) ]=0, | Ф 
Ң k ASR. 

(2) ЖУН: х2 + 2 7у + 10 = 0 HAE MAARRE T 
已 知 直线 2x -37 -1=0, 且 这 点 ( -2,3)、(1,4) 的 圆 方程 . 

15. 已 知 定 圆 С, 和 两 定点 M.N ;圆心 C, 不 在 线段 MN ПИРЕ 
线 上 ,过 M,N IER C, УЕ С, 相交 于 两 点 P、0Q. 求 证 ;直线 РО 
必 过 一 定点 . 
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第 十 讲 ”曲线 万 程 


探求 曲线 方程 的 方法 具有 多 样 性 和 灵活 性 .基本 方法 是 "直译 ”， 
县 居 步 又 可 分 为 :外 建立 坐标 系 , 写 出 点 的 坐标 ;@@ 写 出 确定 点 集 的 
条 件 ;@ 代 摸 成 方程 ;也 化 简 方 程 ;名 证 明 . 前 四 步 说 明了 曲线 上 的 动 
点 适合 所 求 方程 .第 五 步 证 明 上 坐标 适合 方程 的 点 在 大 线 上 ,实际 解 题 
中 往往 省 略 或 作 些 必要 说 明 , 或 去 挥 不 符合 条 件 的 点 或 增加 符合 条 
件 的 点 .以 下 几 种 方法 也 是 常用 的 : 

(1) 将 动 点 轨迹 化 归于 某 一 基本 轨迹 ,直接 得 到 曲线 方程 . 

(2) 采用 待定 系数 法 . 先 确 定 动 点 轨迹 的 基本 类 型 , 写 出 含有 待 
定 系数 的 方程 ,利用 题 设 条 件 ,进一步 确定 待定 系数 ,得 到 曲线 方程. 

(3) ЖИК АЖ. РШЕ: 

(i) 设 轨迹 上 的 动 点 Ptx,Y) 外 ,还 要 引进 已 向 轨迹 方程 的 动 点 
М 的 坐标 (xo, yo); 

GD 找到 所 求 动 点 P 的 坐标 (x,y) 与 点 M EEE o, Yo) 之 间 
的 关系 式 

[резе =0, 
Куб хо. yo, x, y) = 0; 
(її) H x,y ÆR хо. уо, НИЯ 
I 80 
yo= (х,у) 
(зу) 将 上 式 代 人 fao,yo) 所 满足 的 方程 Р(х, у) =0, 得 
F( xo, yo) = 0, 

即 得 ЕСС, у), (х,у) = ОРКИ. 

(4) 求 参数 方程 . 当 动 点 坐标 与 某 些 变量 (如 角度 .距离 .线段 
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比 ) 有 关上 时 ,选择 这 些 变量 为 参数 ,建立 方程 组 .或 消去 参数 得 普通 广 
程 ,或 保留 一 个 参数 成 曲线 的 参数 方程 
[5A G 为 参数 ) 
у= (1). = . 
曲线 与 曲线 方程 是 一 种 对 应 关系 ,不 少 问 是 的 最 终 目的 是 研究 
曲线 ,曲线 方程 的 求 得 只 是 作为 研究 曲线 的 工具 ,这 正 是 解析 几何 的 
根本 宗旨 之 一， 


例 题 精 іЯ f 


例 1 CAMERE К,А 为 桶 图 上 一 动 点 , 求 线段 FA 中 
点 PP 的 轨迹 方程 . 

分 析 一 点 РӘ ЖИТА, A ЖОШ 
贺 上 一 动 点 ,可 以 用 点 Р 的 坐标 关系 式 表 
示 点 4 坐标 代入 椭圆 方程 求解 . 

如 图 10 - 1 ,建立 直 角 坐 标 系 , 设 本 图 


2 „2 _. 
方程 为 "3 + 13=1, 各 点 坐标 为 F( с,0), 
сема? - 6, ACxes уо), Р(х,у). 


2 2 

to Уо 

— — =] 

a + р? Ф 
根据 中 点 公式 ,得 x = 人 y = = BI хо =2х +e, yo=2y RAD 
得 

C y2 
£ 
«+27 p, 
a? b 
4 4 


即 得 所 求 曲 线 方程 . 
ЖЕР А (асов, being) TER 已 的 参数 方 和 
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Cos 由 一 人 
2 * 
= P 
Ч G 为 参数 ) — N 
分 析 二 ”考虑 直接 化 归 为 基本 轨迹 的 
可 能 性 .注意 到 点 PE FA 的 中 点 ,如 图 10 


` ” Eg 一 
_2, 设 已 知 椭圆 的 另 一 焦点 是 F pb O 8 10-2 
КЕК 20, ҒА, РО. 

LAFI + IAF 1 = 2а, Ф 
ГЕРІ = 1А, © 
РОТ = i FAI. 6j 


2 
HOD. „Э 
ЕРІ + 10Рі = о> 10Р, 
所 以 点 P ВО ЕНА. ЕЛ ОЕ ERRA x $h, ОЕ 的 中 环线 为 
у ЭУ ЖЕЙК 2, ВТ BL ir EA 


x f, 

дЫ! 

4 4 

分 析 三 ”用 极 坐 标 求 解 . БЕС ОАЕ ЛУ 
. “P _ 
Р 1 — ecos0 ' 出 
А 点 坐标 为 (po, б), P БЛЕЙК ЛО р,@), W 

ба =2р, 

| Ө. D 


A 4 点 在 已 对 靖国 上 ,由 心 ,性 可 得 


_ P —_ 
P =I- ecol) 
此 即 为 所 求 ， 
例 2 两 定 圆 的 半径 长 钨 为 +, 有 一 动 加 P 分 别 与 两 圆 内 切 与 
121 


外 切 . 试 求 动 圆 圆心 P 的 轨迹 . 
分 析 ”根据 两 定 阅 O ,. O. 的 位 置 不 同 ,分 两 圆 相交 .两 圆 外 离 、 
两 圆 外 切 三 种 情况 分 别 考 察 点 P 与 两 圆心 О. O, 同 距 离 的 数量 关 
如 图 10 - 3, 建立 坐标 系 . 令 1010%1 = 2c .两 定 贺 半径 为 7, 动 加 
和 两 定 图 的 切 所 为 0.0.010, PAARA 0. 
(i) SAR 0,、0; 相交 时 ,ec < r. 因 
IPO + IPO, =!0 O +10:01 =27r， 
由 实 圆 定义 ,点 P 的 轨迹 是 以 01、0; 为 焦 扣 ,焦距 为 2c ,长 轴 长 为 


图 10-23 图 
(i) DW 0,、0, Е, с >т, 10-4, 1 PO ! – 
IP0,1= (I РО, + r) – (IPO - r) = 2r, BË | PO, | — | PO 1 = 
(IPO I+ r)- (ТРО 1 - r) =2r, НА ЖЛЕ ХМ, A P ЫЕ 
0..0, 为 焦点 ,焦距 为 2c , 实 轴 长 为 2r HDH, ЛНАУ 


10-4 


5 = a=! 2) 


(УЧИВ 0.0, 相 切 时 ,e = г, Е 10-5. 显然 РАИ 
60,0, 上 ,其 轨迹 即 x 轴 ( 点 0 看 作 点 圆 ) ,方程 为 
ү = (3) 
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80.0. 

(2 с) + 2 2 arire). 

Из 下 是 定点 ,1 是 定 直 线 , 点 下 到 
直线 上 的 距离 为 ptp >0), 点 MEHKI 
上 滑动 , 动 点 N fE МЕ REKE HE 
条 件 


ІЕМ _1 D 图 10-5 
IMNI IMFI? 


求 动 点 N 的 轨迹 . 
分 析 НОЯ 
ЕМІ МЕ =1ММ = МЕ + I NF! 


_ P _ 
СТРУК F] MFI, T) MF) = рр 


这 局 发 我 们 建立 极 坐 标 系 . ШЕ 10-6, fF FK 
| 1,4 ДӘ К, FARA, ЕК 反 疝 延长 线 
为 极 办 ,建立 极 坐 标 系 , 设 动 点 № ДАБК (о, 
人 ,根据 题 意 ,不 妨 取 о> 0,eosg > 0, EH MFI 


р _ ' 
= gr ЕМ = p, BVA 


Ё 10-6 


IMNI = | MFI + ТЕМ = = +o. 
| cos 


p= | (O< eos?) <р). 


1— соз 
В РА УЗЕ ВАВА, 
(1) H е= 21,800 <рс1 В}, КЕЦ ВАЕНИ Р 
右边 的 部 分 , 见 图 10-701). | 
(ji) H e= 5 =1, R} p =1 时 ,所 求 轨迹 是 抛物 线 在 直线 1 右边 


的 部 分 , 见 图 10 -7(2). . 
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(її) МО<е= 5 <1,0р> ЕЎ, РКЕ L pag ta lA 
边 的 部 分 , 见 图 10 7(3). 


10-7 

4 已 知 两 点 P( -2,2),0(0,2) 以 及 一 条 直线 1: у= x, 设 长 

为 42 的 线段 AB 在 直线 1 上 移动 (如 图 10- 8), 求 直线 PA РОВ 交点 
М 轨迹 的 普通 方程 ， 

分 析 ”注意 到 线段 1481 =v2, 且 АВ ХЕ! 

аа А (а, а). 58fa+la+l),a 是 
ЖЕ, М(х,у). TE 


. _а-2 _ 
PA:y-2= ——л(х+2),(азё 2) Ф 


a-l 


QB:y-2= 71r a1) (2) 
为 保证 РА. ОВ 能 相交 ,必须 
a-2 „а-1 图 10-8 
a+)” a+l’ 


Ej] a0. ЧОЕ 
(a-2)(x +2) - (a +2)(y -2)=0, 
Вр (х- у+4)а=2(х+ y). (3) 
EE, HQS | 
(x= у+2)а=х+у-2. 
当 axt АС), ОН Ж a, 即 得 方程 
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x ү? +2х -2у +8=0. 
例 5 A.B 分 别 是 直线 y = 2а 和 y= - 2а 上 的 两 点 ,0 H% 


ЖЕ, ВТОАІ 1081 = а2+ POR АВ PAM 的 轨迹 方程 . 


分 析 设 4(x1, 上 v1) ,B(x2, -za) , 依 题 设 ,有 


1041 =, / (1 + 093,108 = (1+ 5 Jah. 


故 
+ 
«2+ Ь1=10А1+10В\ = & 13551, 
有 [хүх›1 = аг. l D 
设 М(х,у), А M ERBA 的 中 点 , 则 - 
x= lata), 
y= (La - 202), 
RJ | | 
2х = XI + 3, 9) 
les, = x) 一 X>. (9 
8,0,0) 918 
-Ss + п?. 
2 
BUN M WITE- = +1. 
也 可 以 设 AG, м). B(as,bs).M(x,y). КЕЙ. A 
х=! L+ s), 
y=3 G<), 
即 
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进而 得 


НК s, ЛОЗЕ. 
A :04:-:081=а2+ 如 ,于 是 


V (аъ Б2) 02у (а?+ 2) 52 = а 2. ` 
A is +11 АФ М 的 轨迹 方程 . 
016 如 图 10- 9, Z AOB = +, АВ 边 在 
直线 1:x =3 上 移动 , 求 此 三 角形 外 心 的 轨迹 
KE. 0 
分 析 ”围绕 关键 点 选择 参数 . A(3, 


3tan0),HU| B(3,3tan( 9 – 3)),AB KH HERI 
程 为 图 10-9 
у= 2 апд + ian( 8 -3)]. 


线段 04 Р ДОУ СӘ, Stand), АО 


y- Žianð= 一 (z — 2 )ent6. 
њо. O 

А = 511 адлап(6 — ®)1. 
з (Т). G, YAH 
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tan — tan( 0 — 1) 
tan[ 8 — (0@-3)]=——— 
А "1 + апбчап(6 – +) 
直接 消去 参数 0. 

H DS 


пб +1ап(@ - 1) = Ay. @ 
由 他 得 
annl- 2) =1- 25. 人 
由 由 得 
3[1+tang"tan(b – 3 )] = [tang+san( — 3.) ]°- 


dtan "tan 8 - 3 )- | @) 


KO. CRAE 


(«-4*_ү_, 
4 12 


+ ”以 角 为 参数 时 , 常 借 助 三 角 恒 等 
іН. 

7 在 平面 直角 坐标 系 中 ,有 折线 
у= 1x1, 在 全 ABC Ф 2 АСВ = Ф, СА = 
CB =42, RA A, В 分 别 在 射线 y = – x(x 
<0) 598 y = xlr >0) 上 运动 .点 CC 位 
T y> 1x! 的 区 域内 ,如 图 10 - 10 所 示 . 求 
ZA ABC 重心 6 的 轨迹 方程 . 

Эт ЕЕ, АВ! =2. 当 4 的 位 图 10- 10 
置 确定 后 ,点 B 也 随 之 确定 ,点 C 也 是 如 此 . 只 是 直接 用 4 点 坐标 
表达 B,C 较为 困难 .注意 改变 观察 角度 :点 4 的 位 置 与 B40 具有 
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一 一 映射 关系 .尝试 以 人 B40 为 参数 . 设 其 9,8E (0,72). FR D. 
巨大 分 别 是 4.B8、C 在 x 轴 上 投影 . 4 点 在 CF 上 投影 为 如 .于 是 
ОА! = 2cos0, Z САН = Z САВ + Z ВАН = 45° + Z ВАН = Z OAH + 
Z BAH = Z ВАО = 0,| HCI ={2°зїп@,1НА1 =/2сов@,А( -/2eos0 v2 
cos0). 

设 С 点 坐标 为 (x。,Y.), 则 

х. = OD - НА = -4{2с0 +/2ceos0 = 0, 

这 表明 C 点 在 7 轴 上 , 亦 好 C,H, 玉 在 3 轴 上 ,下 就 是 原点 O. 

у, = ОН + HC =+{2совб + 281п0 =V2(sing + созӣ). 

因 1081 = 2sin6, 故 点 B 的 坐标 为 (/2sin9 ,Y2sin9). 设 和 公 ABC E 
心 G(x,7); 则 

xz —-/2совд ++2зїп@ _42 


3 村 (sing ~ 000), D 
一 3 
= PYR Csing + ооб). 2) 
由 中 .@ 得 | 
x fL 
4 +16=1 
9 9 


а: Йун 
22.4.0125) 4 (ве(о,х)). 
ЕЕЕ УШЕШ В tr, ДОЛ ЖЕМ 


例 8 ЖА,В,СКЕНЖ 1 Е, В AB=4BC.3 C {ЕЕ 
# M 是 这 一 直线 上 的 动 点 .以 4 为 圆心 , AB ARER, MT 与 
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МТ, 是 这 一 圆 的 切线 . ШЕ A MT T; 
的 垂 心 H 的 轨迹 . 
分 析 ЈЕ TH, TH, ATi АТ, Н 
Н E 2 MT I T, УЗ, МТ. MT, ER] 
А 的 切线 ,所 以 ТН // АТ, T. HZ AT), 
四 边 形 АТ, НТ, ERIE. 
根据 图 形 特点 ,以 4 为 原点 ,直线 
АВ 为 x 轴 建 立 坐 标 系 (如 图 10- 11 BT 
示 ), 且 设 BC = 1. 这 样 一 来 ,图 4 的 方 
HRH x? + y? = 16. 令 点 好 的 坐标 为 
(5,b), M 点 所 确定 的 圆 的 切 点 莹 T. T, 的 方程 为 
5х + Бу = 16, Ф 


10-11 


直线 АМ 的 方程 为 
у= 25. (2) 


HAR OM 5T T, ЖЕ 让 .由 于 ОН = 2: ON ,所 以 只 要 能 得 到 
点 站 的 生 迹 方 程 即 可 通 代 换 得 点 互 的 轨迹 方程 :这 一 点 不 难 做 到 ， 
HO 、@@ 消 去 5 得 点 N 轨迹 方程 


5х? + 5у? – 16х = 0, @ 
Ë H ЖЕМЕЙ МК х,у) ‚М 点 坐标 为 (xo, уо). HOS 
5xü + 50 — 16zo = 0. ey 


X x= 2xo,y = 270, 将 它们 代入 图, 化 简 得 
(х=? + у = 06), 


在 线段 AB EIUS K, {Ë AK = + 4B, 所 求 轨迹 是 以 天 为 圆心 ， 
AK 为 半径 的 加 
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一 .选择 是 
l. BH sinf, co ENE x + pr + д = Ор. оС В) , ДІ 
ra Up, q) E BURIE ., Í ), 


(A) 
(第 1 BH) 

2. А Ne N R ЕВО E-A, BEO 上 任 一 点 ,点 P 
是 4 关于 点 8 的 对 称 点 , 则 点 Р 的 轨迹 是 ( ). 

(А) 抛物 线 的 一 部 分 (B) Ж ЇЙ 

(С) 双 曲 线 的 一 部 分 (D) A 

3. 设 平面 直角 坐标 系 内 的 点 P 的 坐标 (4x ,7) 使 :0,jog(1 -7)， 
Іор (х +3) 成 等 差 数 列 , 则 点 Р 的 轨迹 是 ( ). 


(D) 


(第 3 题 ) 
4. 已 知 集合 M= 10x,y)1x=3eos6,y=3sing,0< 昌 < 与 集合 
М№= \(х,у)у= х + bh AE МГ Ме Ø, N] р FE ( ). 
(А) -3V2 b=<372 (B) -3=5<342 
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(С) 0О<ф=34{2 (D) -3< be3y2 
5. 一 动 点 到 两 相交 直线 的 距离 的 平方 和 为 定 值 m°( > 0), 则 动 


战 的 轨迹 是 ( ). 
(А) 椭圆 (В) 
(С) XMHH£R nay . (р). 椭圆 或 圆 ; 


б. 长 为 ee 天 1 的 两 条 线段 AB. CD 分 别 在 x $h y ИШ ЕН 
动 , 且 A.B.C.D WAHA M, MARRO M 的 轨迹 是 €o). 

(A) 一 条 直线 (B) 两 条 直线 

(С) 双 曲 线 (D) 点 (0,0) 

г.н 

7. 给 定 抛物 线 Cy -8(х+2), Pr E S УНЕР ЕАУ 
一 个 焦点 与 一 条 准 线 , 求 椭 圆 短 轴 端 点 的 轨迹 方程 . 

8. 设 定点 4(3,1), 点 ВЕ у= х +1 Баа, д PER 
BAB 上 , 目 有 BP: PA =1:3, 求 点 P Р, НЕН ЫШ Уу a] 
种 曲线 . 


9. 已 知 P 是 椭圆 和 + =1(a > 了 >0) 上 的 一 个 动 点 , A A 是 


它 长 轴 的 两 个 端点 , 且 ALAP, A О LAP RA О 的 轨迹 . 

10. 自 双 曲线 х2 2 = 1 上 一 动 点 0 ЁЎ Lix + y = 2 К 
AEEY М, ЕБ ON 中 点 产 的 轨迹 方程 . 

11. 已 知 平 面 上 两 定点 А(-,0),В(а,„0),(а>0), щы P 5 
EAA „В 构成 六 ABP, 生 使 人 B=244. 求 点 P 卫 的 轨迹 . 

12. ВЕЗЕ A АВО КИЙ 0 为 29, 高 为 h, 在 全 408 内 有 一 动 
A P 到 三 边 04 .08 ,48 的 距离 分 别 为 1 PD I. РЕ! I PEI. АЕ 
IPDI-IPF| = | PE? K Р 的 轨迹 . 

13. 设 有 一 动 直线 ! ,过 定点 4(2,0) 目 与 抛物 线 y = x2 + 2 相交 
于 不 同 的 两 扣 RHC, A B.C 在 x 轴 上 的 射影 分 别 是 Br、C',P 是 
线段 BC 上 的 点 ,满足 BP: PC = | BB' |1:1CC'1. 求 全 P04 的 重心 0 
的 轨迹 方程 . 
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第 十 一 讲 ” 二 次 ( 非 圆 ) 曲 线 


A R к A D Жи Е 


1. 一 次 ( 非 圆 ) 曲 线 包 括 椭圆 、 双 曲线 e. EAE 
距离 的 和 等 于 常数 (大 于 两 点 间距 离 ) 的 定点 的 轨迹 ; 双 曲 线 是 到 两 
个 定点 的 距离 的 差 的 绝对 值 等 于 常数 (小 于 两 点 的 焉 离 ) 的 点 的 轨 
迹 ; 抛 物 线 为 到 定点 和 到 定 直 线 上 距 离 相等 的 点 的 轨迹 .与 定点 和 定 直 
线 的 距离 的 比 等 于 常数 e 的 点 的 轨迹 草 可 看 作 二 次 ( 非 圆 ) 曲 线 的 统 
一 定义 ， 

2. 在 坐标 平面 上 ,有 

(1) HARRAN Fil- e0) Faic, 0 ,标准 方程 为 


z. у? 


а? +22=1, 
参数 方程 可 为 

“= асоз®, 

y= bsing. 

准 线 方程 为 x = 上 ©. ТИЙ Е—Д P(x,y), 焦 半径 1 FP| = 


а+ех, |FL P| = а ~ ех. 


(2) 双 曲 线 的 焦点 为 Р с0) Fle Oi, 标准 方程 为 _ 


($ 为 参数 ) 


5 =1. 准 线 方程 为 x= + ©, BEBE y= + 二 ,对 于 双 曲 线 


在 支 上 一 点 рау) RREI PF, = – е - а, ІРР = a ~ ex; A 
EA Об(х.,у), ОЕ, 1 = ех+а, 1 ОЕ = ex— а. 


(3) ЙО т 28 F( 广 ,0) ,顶点 在 原点 的 抛物 线 方 程 为 
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y = 2px ERDEN x= -六 ,参数 方程 为 
_ 52 
[Н зза 
y=2n. 


(4) 二 次 ( 非 圆 ) 曲 线 的 极 坐 标 方程 为 = 了 ,其 中 对 于 双 


— ecol’ 
曲线 ,允许 p <0. 
3. 对 于 中 心 不 在 原 部， 对 称 轴 与 坐标 轴 平 行 的 二 次 ( 非 圆 ) 曲 
线 , 利 用 平移 坐 标 公式 即 可 得 到 相应 的 结果 ， 
定义 .基本 形式 及 性 质 为 我 们 研究 二 次 ( 非 回 ) 曲 线 药 定 了 基础 
充分 利用 定义 中 所 包含 的 几何 属性 则 是 我 们 解 题 中 应 注意 的 一 个 重 
要 方面 . 


Яй Ж É W | | 


例 1 БЯХ ЮНЕ 3x -4y —2 = 0 fll 3x + 
4y - 10=0, 一 条 准 线 方程 为 5y +4=0, 求 双 曲 线 方 程 . 
分 析 ”两 条 崭 近 线 的 交点 即 为 双 此 线 的 中 心 . 解 方 程 组 | 


3z-4y-2=0, > 0' __4 Ичүүнү 
ae A 得 中 O' (2,1). MERKE y= 5 可 知 它 的 实 


轴 平 行 于 у 轴 , 故 可 设 双 曲线 方程 为 他 地 -2 = 1. 下 面 只 
须 用 待定 系数 法 求 a,5, 由 它 的 渐 近 线 方程 为 中 + 考生 =0， 
B y- i= 2205-2), АА 0' 为 
新 坐标 系 原点 , 则 双关 线 方程 为 让 - 每 =1, 由 平移 公式 Z = 1-2, 
y =7 1, 在 新 坐标 系 下 准 线 方程 y= - 2 , 即 生 = Э .由 方程 组 
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а _ 3 
b 747? 
a 9 
с 5 
а? + b? = с? 


а> = 9, 
解 得 则 所 求 双 曲 线 方程 为 
р? = 16. | 


(ху21#_(а-#_, 
9 16° 
- „2 2 ' 2 2 
52 ЯШЕ 2 + z = ] 与 到 曲线 3 - z = 二 有 公共 焦 反 
Fi. Fa i P ТАТ, Z F PF, 种 会 PF F, 的 面积 .，. 
分 析 Е-Е ZR ЛЕ 
点 是 确定 的 , 根据 对 称 性 ,不 妨 设 点 在 第 V | 
一 过 上限 , 依 题 设 , 有 | 
IF F: =4(ат – bi) = 4(а5 + b5) = 
Де?, 
容易 想到 ХУ 252 ЖОО 
[= +1РЕ›\ =2а|, 


|РЕ,| - tPF,| = 2а. E] 11-1 
解 得 | PF 1 = à+ as, РЕ | = G, — ü). 
ТЕА F, PF, 中 ， 
| | PF, 12+} PF, |21 F, F, Ë 
cos/ Fi PF> = 21 PF. 1*1 РЕ» | 
(ert a)? + Ca) – аз) – (2с) 


2( а) + а) a 一 а») 
(а? – с) - (с? — аз) 


u af - а? 
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bi- bš 


"ri Ф 
., B- 
从 而 有 Z F, PF, = arccos ЫСЫ. 
由 中 可 得 sin F, PF, = 20155 
б + bs 


Pi Sarper, = Z IPF, | PF, ЫВ F, PF,= bib. ` 


2 
йз ся | 
(i) 半圆 的 直径 АВ 长 为 2r: 
(ш) 半圆 外 的 直线 1 与 ВА 的 延长 线 垂 直 , 乖 足 为 了 ,1471=2ac 
(2a < 一 z); 
(8) ж ЕЖ M.N, DI 与 直线 l 的 距离 1 MPI. 
INO IW Е. 


IMPI IN t i 


| |АМ! IANI 
求证 :| AMI + 1АЛ1 = ТАВ. 
分 析 题 设 条 件 使 我 们 自然 联 
想到 抛物 线 的 定义 .如 图 11 - 2, 建 立 
坐标 系 , 则 M,N 两 点 既 在 抛物 线 
y = 4ax (D 
上 ,又 在 圆 
[xz-(a+r)] + у = > ` @ | 
E W0, 249 
x’ + (2a —2r)x +2ra + a? = 0. Ё п-2 
ILA M,N BERTIN C, ут), (ао, уз) ‚ЛШ 
x + xx= 2г- 20. © 
x. |[АМ\=1МР\=ху+а, @ 


РАМ | = |NP|.= x. + a, 5) 
ГАВ? = 22, (б) 
ЕҢ) GOD. G.T. On ЯЛ ДИ М. 
运用 极 坐 标 有 不 少 有 利 因素 :在 以 4 为 极点 ,射线 AB 为 极 轴 的 
坐标 系 下 ,点 对 .六 坐标 {pi, (oz, 久 ). 满 足 半 圆 方程 


p=2roosg 6EI0,7]， @ 
又 满 吓 抛物 线 方程 
2 
ме ® 


现 只 须 消去 8, 化 简 得 | 
р? — 2ro + 4га = 0. @ 
根据 韦 达 定理 ,有 方程 久 的 两 根 即 14M1、14N1 满 足 
LAMI + IANI =p1+ о = 2г= |AB|. 

例 4 设 4.8 是 棋 圆 和 +3 和 =1 上 的 两 个 动 点 , 且 Ол | ОВ(О 
为 原点 ), 求 1481 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

пе Ыл А,В ШАА НУ (жу, у) (хз, уз) 那么 , 依 题 设 
ЖН | 


хї+3уі=1, Ф 
хі+3у= 1, © 
хі + уу = 0, D 
R. {АВ}? = xl + yl + x5 + уз. @ 
HON = 30-а). ® 
но = 201-49). © 
WG @ 代 入 得 | 
IAB? = (ай + ай +1). | o 
由 号 得 和 一 yiyi. @ -> 
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852526 xl + x5 — ) = O, 
| 
Вр 008+) (9) 
于 是 
2 1 2, 1 
(+++) тт 3 
2 1 8 
ЖШ +8. Ф 
1 


ЩН а разь у, а-а = ТЕПЕ Ө. km h ОЖ 
IABl n = 1. fA 

чю 07 

=[(x + 5 )- (d + 2) +4(хй + 7 )(ай + +) 

= (xi - 难 ? + ре, 
И, M хт -如 | 取 最 大 值 时 ， (如 + 二) s Gar DERKI 注意 
到 | хіх 10,11,24 х= 1,22=0 HÉ 2-0 ‚3 = 1 ЮЖ], (+) 


(+ ТВЧ 1 -E на ФАШ, АВ = 232. 
шен Айз! ни ао, 并 且 认 为 在 ОА 1 ОВ 的 


条 件 下 可 设 A、B 丙 点 的 坐标 分 别 为 (оар, зар) (elp +2), 


фа Z) Osp <x), 再 通过 两 点 回 虐 高 公 趟 求解 ,想法 中 有 不 


少 合理 成 份 ,然而 , 角 wp 对 应 离心 角 ,通常 情况 下 若 上 述 点 A.B 的 

表示 正确 的 话 , 册 ОА 与 OB 彼 示 就 不 垂直 ,上 述 表示 方式 是 错误 的 ， 

能 否 改 进 一 下 呢 ? 可 以 ,联想 三 角 了 前 数 定义 方式 . 设 1041=n， 
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1081 = mm 点 4 有 的 坐标 为 Arieosg, risin8)、B(r2cos( b + 3), 
rasin( Ü + 52), ЭНИ А.Ж ПИ] Jy Pe 45 

20050 + Зг25070 = 1, 

2 оов2( 0 = 24 2 я ү 

г5сов (0 + > ) + 3r;sin (0 + 5) =1, 


] 
1 coth + 3sin28 


Вр 
上 = 
sin 0 + 3cos? 8 
于 是 
| AB I2= r! + rŠ 
] I 
cogil + Зеіш20 ` simh + 3cos28 
_ 4 p 
 (cos20 + 35io2 的 - (sin? + 3cos 8) 
A ç = (cos28 + 3sin28) - fsin20 + 3eos20 ) ‚| 
4х = [ (cos28 + 3sin 0) + (вит @ + 3cos28)1]2 – | ( eos28 + 3в1120) 一 
.(sin28 + 3eos 0) ]*, | 
化 简 得 х =4- cos20, 
所 以 Зх <4. НОР, 0215 
Islan | 3З. 
u oos = ви, Ё tand = + 1 Bf , АВТ. = 1; 24 cos28 = 1 nk. 
sin? = 1B}, IAB lpm = 223. 


例 5 “ 设 一 精 贺 中 心 为 坐标 原点 ,长 轴 在 z ME ACRAS. 
=й} С 
х? + (у 一 3) =] 
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上 点 与 这 椭圆 上 点 的 最 大 距离 为 1 + (7, 
试 求 这 个 椭圆 的 方程 . 

分 析 ”如 图 11 -3, 设 点 PP 在 圆 C E; 
A 0 ERRELE. EIPOI=1 +77, W 
P.C.Q 三 点 共 线 . 因为 对 于 圆 C 上 蜡 于 
P 的 一 点 P ,有 

ICP |+ 1C >I PQ), 
即 |ОР\>1Р'01\. 
1LPOI 不 可 能 有 最 大 值 1+Y7., 因此 ,问题 图 11-3 


中 部 分 条 件 可 进一步 明确 为 定点 СС ,0) 7А О КЕЕ Y 


J7. BRATEK 
B = асов@, 
ү = bsing, 


(0 为 参数 ) 


于 是 ICQI? =x + (y- 332 


= a cos Ө + ( bsin0 — =). (1) 
RN e=, 
ЧП a =2b. D 
DRAH 
тео -382[sing +5)? +482 +3. @ 
若 2 > 1, 即 bcm sinf = -1 BF, 1 C001 有 最 太 值 ,由 号 得 
(6+3=7. Ф 
HQ 
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3 I 
bp=v7- 227: 


FATA, НІ, b>} sL 此 时 
СО! = 412 +3=7, 
以 而 5 =1, 代 入 全 又 得 a =2, 所 求 椭圆 方程 为 


ат 200. (0 为 参数 ) 
y = sinB. 


例 6 1ЕЗИЩ7, - *; 1 的 一 支 上 不 同 的 三 点 Alany) B 
(26,6) 、C(x2,72) 与 焦点 (0,5) 的 距离 成 等 差 数 列 , 证 明 线 段 AC 
的 垂直 平分 线 ! 经 过 某 一 定点 ,并 指出 该 点 所 对 应 的 坐标 . 

分 析 ”由 双 曲 线 方程 知 a =2Y3,8= v13,c=5, 可 见 焦 半径 

5/3 


АЕ! = ву a = 55 - -243, Ф 
ВРІ =бе - а 2513 х 6-23 2343, @ 
\СЕ\ = з а = 522, 25, @ 
x 2|BFI=lAF1+ CF|, E 
将 由 DORAO 
(52, -243)+ (553, - 24/3) = 64/3. 
化 简 得 y, + y> = 12 5) 
线段 АС 的 中 点 为 (了 也 ,6), 依 题 设 线段 АС 中 生 线 的 方程 为 
Х| х5 X| + X5 
у-6 ҮІ Y? Ca- 2 ). @ 


根据 双 曲 线 的 一 文 基 于 搓 轴 的 对 称 性 ,可 以 联想 到 直线 上 所 求 
定点 在 实 轴 好 у 轴 上 .因此 ,我 们 可 以 鞠 而 证 明 直 线 1 E y ЯВУУ 
ЕП МЕ Ч. 
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Z x = 0, (019 


2 .2 
Xi 一 X7 
= +6, 
У (yi — Уз) Ф 
注意 到 
2 2 
Yi XI _ | 
12 3 i © 
2 2 
Y2 X? 
2 B l, ©% 
(8) - 19 
d- у-у 
13 © 12, 
2 2 
xij- az 13 
Ë 一 一 一 = 二 (YI1+ у»). 10 
| Уз y2 12271 72 
А xl — xŠ 
将 合 代 入 名 得 ym 也 


再 将 外 代入 @ 得 到 у = 可 ,所 以 直线 1 与 7 轴 交点 (0 全) 为 定点 ， 
йт 已 知 曲线 c: (+ 六 = 直线 1:x=- о- 1. 
& с, 上 存在 四 点 ,它们 到 点 ( -a + p ,0) 559188 的 距离 相等 ， 
试 求 a 的 取 值 范围 
分 析 “到 点 ( - a+ 二 ,0) 与 到 直线 х= - a - 号 距离 相等 的 点 


EMAR Ci = L (x + a) Е.И С, С; 有 四 个 公共 点 的 充 要 条 
件 是 方程 组 


у#=зу(х+а) @ 


有 四 组 不 同 实数 解 .将 @@ 代 人 中 整理 得 
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х'+(1-2а)х+а'+а-2=0. D 
设 人 的 两 根 为 x] ,x;, 则 
人 @) 
духо a2+ a -2. D 
方程 组 ( * ) 有 四 组 不 同 实数 解 的 充 要 条 件 是 
А={(2а-1)%-4(в^+а-2)>0, 


l (a+a)+- (a +a)>0 © 

+4 + k, + a) > Ü, D 

Llata) (42+ a) >0. 
HOR a< 2 HOORAD, OMER 

=a у>, (9) 

10 


(а + а-2) + а(2а- 1) + а? >0. 


{2 


TO >. BOB а! >. 


综 上 所 述 ,eE (2,3 ) 即 为 所 求 . 


例 8 如 果 对 称 轴 互 相 甜 直 的 两 条 扫 物 线 变 于 AB С.р 
点 .求证 :四 边 形 ABCD 的 对 角 互 补 . | 

分 析 ЗЕВАР ABCD 的 对 角 互 补 , 只 须 证 明 这 两 条 抛物 
线 的 交点 共 圆 ,也 就 是 这 些 交 点 的 坐标 满足 同一 个 圆 的 方程 .建立 直 
角 坐 标 系 ,可 设 一 抛物 线 方程 为 


у?=2рух, Ф 
+, — 435828 EN 
(х= m)°=2p;( y — n). | (2) 
由 + 名 得 
х? ну? – (2ру + 2т) х – 2рзу + m + 2p.n = Ü. D 


QANRA TE, кк A B. C D НДЕ (Э), IAMA ABCD 为 
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该 圆 的 内 接 四 边 形 . 


一 ,选择 是 
1. В + 1 上 有 一 点 P, 它 到 左 准 线 的 距离 为 0, 那么 
它 到 右 焦 点 的 距离 是 ( ). 
(А) 8 в) 0 OF (p) 5 
2. WRZ + = 1 SR + = 1(9<t<25) 有 


( ). 
(А) 相 每 的 长 短 轴 (B) ЗААВ 
(С) 相等 的 离心 率 (D) 相等 的 准 线 


3, 双 曲 线 方程 一 和 -一 于 = 1， КАМАШ ВЕ (  ). 
(А) k>5 Ер 
(С) -2<&<2 (D) -—2< k<2 Ek р> 5 


4. 已 知 曲线 y = ах 与 其 关于 点 (1,1) 对 称 的 曲线 有 两 个 不 同 
的 交点 .如果 过 这 两 个 交点 的 直线 的 倾斜 角 为 45? ,那么 ,实数 a 的 
值 是 ( ). 


()2 (ва (O+ 004 


5. TEREA 焦点 为 Fi F, RERA P HEZ F PF, 


100 ” 64 
= 60”, ЩА F, PF, 的 面积 是 ( ). 
WFB wB oÉ (og 
二 ,填空 题 


б. 抛物 线 y = аа? + 和 +cfezx0) 的 准 线 方程 为 
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7. 记 为 等 轴 双 轴线 -y= а? 上 一 点 ， 的 取 值 


范围 是 . 
8. 双 有 曲线 Six? - ky? = 8 的 一 个 焦点 是 了 ,3), 则 的 人 秆 是 


РЕ, +i PPF, 
ГРО! 


9. 以 y 轴 为 准 线 , 恒 过 定点 М(2,1) ,离心 率 。= ВКК 
的 椭圆 方程 是 
10. ЫШ у 轴 为 右 淮 线 , 实 轴 长 为 4, 右 顶点 在 抛物 线 y =* - 1 
上 ,离心 率 最 小 的 双 有 曲线 的 虚 轴 长 为 
11. А 为 抛物 线 x = - > 上 一 所 ,下 N£. AF| = 14 Т.а 
п F НОА TANAR MIEN ____ 


12. И + = 1 SWAR y = 2 т 有 由 个 交点 , 则 т 的 
mamas — 

三 ,解答 题 | 

13. REMI- JE 0088 РУ ЕЕ ЕЛЕ ЖЩ. 

14. ЕШШ; + 2; =1(а> ь>0), ДЫ F Р, 


线 为 工 和 若 在 椭圆 上 存在 一 点 P, 使 得 | PF I Р 到 i 的 距离 4 与 
| Pr 的 比例 中 项 , 试 求 离心 率 e 的 


А, 
取 值 范围 . ; 
15. 如 图 所 示 ,把 边 长 分 别 为 |， 
3,5, (2n 一 1),… 的 等 边 三 角形 


底 边 放 兽 在 同一 条 直线 上 , HAMI (第 15 题 ) 
角 顶 .求证 :它们 底 边 所 对 的 各 顶点 
ERARE HAM MEIR RE 高 都 是 整数 ， 
16. 对 于 二 次 曲线 系 C: Тир E+ др 1. 证 明 : 任 取 平 面 上 一 
所 Pei 中 F0) ,总 有 C, 中 一 ияш. 
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第 十 二 讲 ” 直线 和 二 次 曲线 


这 里 我 们 重点 研究 直线 和 二 次 曲线 相关 的 位 置 关 系 及 有 关 的 度 
Я ЕЈ. 

1. —ЖҖ ИЕ, k WHR: 与 二 次 曲线 C SET Р(х,у). 
Р,( ху, уз}. В x, 与 x2 满足 方程 ax° + bx + с = 0 FF, RETRE, 
有 


(x, — х5)? = (x| + x>)”— 4xix2 


b € 
=( 4 
-4e A 
一 а? 一 а? 
线段 P P, 的 长 度 为 
(Xl 一 хз) + (у 一 у =V il+ k:)( x; 一 ху) 
= G + k) & 


2. 计算 人 台 理 ,简便 , 世 成 为 问题 解决 中 关注 的 焦点 .要 审 时 度 
势 , 选 择 适当 的 坐标 系 及 直线 方程 形式 ,注意 数 形 结合 这 一 重要 数学 
思想 的 运用 . 


例 题 精 讲 


例 1 给 定 双 井 线 2-7-1. 
(1) 过 点 4(2,1) 的 直线 1 与 所 给 的 双 曲 线 交 于 点 已 和 Р.Ж 
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线段 P P, 的 中 点 的 轨迹 方程 ， 

(2) 过 点 8(1,1) ,能 否 作 直线 m 与 双 曲 线 交 于 两 点 CQ 05, 
Н B 点 平分 线段 00D? Ш т 存在 , 则 求 它 的 方程 ;如 果 m Л 
存在 , 则 说 明理 出 ， 

分 析 (1) 若 直线 ! 垂直 于 * 轴 , 因 其 过 点 4(2,1), 根 据 对 称 
FE, P P. 中 点 为 (2,0) ,否则 设 i 的 方程 为 

у-1 = (х - 2), 
Вр 
y = kx + (1 一 2k), Ф 
将 中 代 人 双 曲 线 方程 ,消去 у 后 得 到 
252 — [kx + (1-2k)? — 2 = 0, 
整理 得 
(2- &?)х?®°+2Е(2&- 1) - (482 - 4k +3) = 0. © 
这 里 ,#42, 且 
А =[2k(2k - 1)]2 + 4(2 - А) (482 - 4k + 3) 
= 80352 — 4k +3) > 0. 
设 ху,х 是 方程 饭 的 两 根 ,无 须 直接 计算 x , хо, БК 
ear = 20020-1) _ 2k(2k -1) @ 
I 77 2-0 2 
由 出 ,地 得 
yL+Yyz= kx; + (1 - 2k) + kx; + (1 — 2k) 
= ах + x1) + 2(1 — 2k) 


= k: 202% = 6201-28) 


_ 4(28 - 1) Ф 
= 229° 
ШВ Р.Р, 中 点 P 坐标 (x,Y), 由 中 点 坐标 公式 及 全 ,也 得 
x+ X2 (26-1) Б) 
7 2 T L2? 
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_ it 92 _ 2(2ЁЮ—1) @ 
= 2 — x 


22-2 
O Н. P 的 参数 方程 ,下 为 参数 , 若 消去 让 可 得 普通 方程 
| уә 
( _ 1}? (у 一 2) 
7 1 Ф 
8 4 


НЕ) (2,0) АКБЕР O i h Pe OPB ТЖК. 
(2) RAR m 的 方程 是 
у= 1= k(z — 1) 
Вр у= Ёк + (1 — А) 8 
АА ЩЕ 3 HA y 后 得 到 
242 – [ke + (1 — k)]° - 2 = 0, 

整理 得 

(2 kx + 2k(k - 1)z - (8-28 +3) = 0. @) 
设 xL, xa ED AORA, D 


m+ аң = Е) (9 
#@{ АФ 
dík | 
Үз + Уз = 12 7 ` DD 


依 题 设 ,大 人 存在 满足 要 求 的 直线 m, 则 由 好 ,好 及 中 所 公式 得 
2k(k -1) 2 
2-2 79 
48-1), 
2-2 ` 
解 之 得 大 =2, 将 大 = 2 代 人 名 得 直线 m 的 方程 为 
y = 2х – I. {2 
ІН k = 2 ЖАСИЯ 
252 - 4x + 3 = 0, 
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此 方程 根本 无 实 根 , 可 网 直线 m PAE. 

注 根据 问题 的 具体 情形 , 绕 开 直 接 求 解 方 程 的 计算 及 利用 韦 
达 定 理 得 到 所 需 关 系 是 常见 技巧 ,一 种 易 犯 的 错误 是 忽 袖 判别 式 作 
用 ,和 置 其 于 不顾 ,直接 运用 韦 达 定理 ,如 在 本 例 (2) 中 导致 直线 y =2x 
-1 为 所 求 的 错误 结论 ， 

例 2 已 知 倾 斜 角 为 a 的 直线 HII E: x? + 3у =3 相交 于 
А,В 两 点 ,直线 ! 过 椭圆 的 左 焦点 FI KI ABI. 


#— КЕЕШ E 的 左 焦点 为 ( -号 ,0). 当 e = 过 时 ,直线 


[方程 为 = — G АШИ 下 的 方程 得 1y1= 站, 可 见 1481= 253 


当 x 关 广 时 , 设 直线 1 方程 为 y= Е(х +32) ЖАВИ Е 的 方程 得 


x2 + 3[k(x +/2)]2 = 3, D 
化 简 得 
(1 + 32) х2 + 642025 + 6k? —- 3 = 0, @ 
其 中 
А = (6/2 82)2 - 4(1 + 3А2)(682 – 3) = 12082 +1). @ 
AD, O, OM 


| А 
_- 2y ш _ 
o] 1201 + k?) 
= 0+) 1 + 312) 


24301 +k?) 
7 1+3 ” 
进一步 化 简 得 
2 
| ав |= 2230 + апа) 


1 + 3tama 


_ _ 2.3 
3 — 2eos2er 
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解 二 a = 时 ,如 解 一 .a 地 时 , 设 A(x1. ут), В (аа, y2), 
Е,А,Е,В 均 为 焦 半 径 . РА = a+ ех, РВ = а + ехо, ТЕАТ + 


ІР Ві = 20+ ебх, + х), 4a =Y3,e s 2. Хн 
| x° + 3 2 = 3, 
y = k(x +42). 
消去 y 得 
(1+ 32) 2 + 6225 + 602 — 3 = 0. 
根据 韦 达 定理 ,得 


所 以 


2 
| AB | = 23/2. 6124 


1 + 32 
2430. k) 
Í+ 32 


2243 
© 3 — 2cos*a ` 
а = 地 时 ,上 式 仍 成 立 . 
解 三 ”上 焦 半径 长 的 计算 用 极 坐 标 较 为 方便 .以 F, 为 极点 ,射线 
F F, УАН, F, ЖЕ E Ја FE F iS bass. W GIB] E 的 
要 坐标 方程 为 


_ — *P _ 
P = 1 ecos@' 


А(р1,8),В( 0,6 + х), TË 


_ = ё au  — 
ГАВ 1=01+ 0 = | — ecos ` 1 — ecos(0 + л) 
o ep _ 
1 = e2cos28 ` 
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ЖШ as, = © =, 2, с=1,ер= 2-2 RAR 


2.33 


ГАВ {= 3 


243 
3 — 20820 
解 西 ”如 图 12-1, 在 椭 圈 中 ,点 4 确 
Е, ШАЛАР, ХЕ, Н. ZAF F; = а. 
| F Fal =2с,1 АЁ! + ТАР = 26, ДСН 
三 角形 得 14F11. 事实 上 , 设 14F11 = x, Д 
АРІ = 2а - х, TÆ 
х? + (2)? — 2х + 2с * сова 
= (2а - х). 


ЖН х а 即 为 14F11. 同 理 可 
d — ¿Cosa 
得 


2 
| BF l= о сово + n) 
将 14F11、1 BF 1 相 加 ,并 将 a =Y3,c =/2,Ь = 1 {( АЕН. 
Ж 二 次 曲线 上 两 点 连 线段 , 称 之 为 该 曲线 的 弦 . 若 弦 所 在 直线 
过 焦点 ,又 称 其 为 焦点 弦 . 上 面 介绍 了 求 二 次 曲线 焦点 蕊 长 的 几 种 常 
用 方法 ,其 中 第 一 种 方法 对 一 般 二 次 曲线 弱 长 计算 也 是 适用 的 . 
例 3 ОЯН 
(x— т)? + Зу + т) = 3 (m € R), (1) 
(1) 求证 :不 论 m 为 何 实数 , 粮 圆 的 中 心 总 在 同一 直线 T E; 
(2) 平行 于 i 的 直线 上 ,哪些 与 椭 加 相交 ? 
(3) 证 明 , 任 -~ 条 平行 于 ! 县 与 椭圆 相交 的 直线 在 椭圆 内 截 得 
的 蓄 长 与 т 无 关 ; 
150 


(4) 不 论 m 为 何 实数 , 试 求 一 条 被 椭圆 中 截 得 的 弦 长 者 等 于 


2 нур, 
Ж 《也 可 改写 为 

(x — т)? 
3 


ВТЕ АУЕ (m, 一 т), Жі т HARR, КА И ДЕН 
х+у=(ф Е. 
(2) 设 平行 于 i 的 直线 方程 为 


у =— x+ б, 


+ (y + m)? = 1, 


RADR у 得 
4х? — 2(3b + 4m)x + (32 + бт + 4т? - 3) =0 © 
HOA 
А =4(3b +4mY – 16(312 + 6bm + 4m° — 3) 
= 12(4 – b’). 
44 刀 >0, 即 -2<5<2 时 ,平行 于 7 的 直线 与 椭圆 相交 ， 
(3) 设 直 线 i 与 一 李 圆 相交 于 P (xi, у). Р(х, уз), ДНО 


x; 十 х) = EL +4m), 


Xix = (з + 6bm + 4m? — 3), 


于 是 | PiPs 12 = (xi хо) + (у — у; 
= 2(5у — 52) 
=2[(х + х2)? ~ Axxa] 
= (12-3), ` @ 


HERE ВАР /24 - 602, У т ЖЖ. 
(4) 显然 ,直线 /被 椭圆 截 得 的 弦 长 相等 ,必须 是 与! 平行 (或 
Жа) КЕНО, A 
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м 24 – 602 32 
2 “2°, 
解 得 b= tl 所 求 直线 有 了 两 条 为 Y = -х+1. 

а 若 抛物 线 y = -1 上 存在 关于 直线 x + y =0 ВХ 
两 个 点 , 试 求 a 的 取 值 范围 . 

分 析 ”抛物线 у= ах? - 1 的 顶点 为 (0, ~ 1) ,对 称 轴 为 y 轴 . 存 
在 关于 直线 x + у =0 对 称 两 点 的 充 要 条 件 是 存在 一 对 点 Р(х,у), 
P'(— у. — xi) ,满足 


у) = axi- 1, Ф 
ИА © 
Q) -O | 
xi + уу = а(х - yi). @ 
AA P 不 在 直线 x+ y =0 上 , 故 由 人 可 得 
zi = n + 2, @ 
DRADE 
a+ yi + Ç - 1 = 0. (5) 
НФ, CHIH а ЕНИН RI T ЭГЕ ОС) E Н ERAR, ДА 
А = 1 - 4a(+ - 1) > 0. 


解 得 a > 立 , 即 为 所 求 . 

5 如 图 12-2 设 直线 b + my + n =0 与 抛物 线 у*=4ах(а 
>0) 相 交 于 点 P0, F 为 抛物 线 的 焦点 .直线 PF ОР ЖЕЕ Т А 
R.S. REZ RS 的 方程 ， 

分 析 常规 思路 是 联 立 方程 组 

| + my + n = 0, 
y = 4ax, 
求 出 P.0 两 点 坐标 ,再 求 PF. OF 两 直线 的 方程 ,继而 与 抛物 线 方 
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HKK R.S 的 坐标 ,最 后 得 到 直线 RS 的 
方程 .实际 上 这 难以 进行 .注意 到 图 形 呈 对 称 
性 ,一 种 较为 合理 的 处 理 方式 是 “打破 "” 己 、 
Q.R.S 之 间 存 在 先后 顺序 的 “框架 "把 QS. 
PR 过 下 作为 约束 条 件 , 一视同仁 . 设 Р. О 
НОЛА ВА (att, Dat), i= (1,2), R.S 的 坐标 
为 (at2 a.) (is 1,2), FE t,t E 
程 
al? + 2ап + п = 0 


的 丙 根 ,根据 韦 达 定理 得 


2m 
ht _ + 
102 — al’ 


设 直线 RS 的 方程 为 4x + By + C=0, 同 理 有 


c 
titta = A" 
因 PR 过 焦点 , 故 
2al] К 2а 1 
а-а а-а 
Bp nt- h= tati- ts 
化 简 得 у= -1. 
同 理 tartas — 1. 
#Ф,@,®@,®@,®,®@ - 22 - 207 C „= 
方程 为 


图 12-2 


@ 
@ 


.所 以 直线 А5 的 
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Bi nx — amy + a? = 0. 

£ “在 不 改变 问题 本 质 的 前 担 下 ,从 全 局 着 眼 , 让 “未 郑 与 "已 
知 " 处 于 同等 位 置 , 灵 活 运 用 方程 (组 ) 思 想 ,注意 把 所 对 称 性 ,调整 运 
算 顺 序 ,这 些 既 是 本 例 问题 解 类 的 成 功 之 所 在 ,在 其 他 问题 处 理 上 也 
常 可 发 挥 重 要 作用 . 

例 6 长 为 六 =1) 的 线段 , 它 的 两 端点 Pi, P, 在 抛物 线 y = x° 
上 运动 ,其 中 点 为 M RIE x ЕЗТН М HEER. 

分 析 一 ”如 图 12-3, 问 题 等 价 于 求 距 
抛物 线 准 线 最 近 的 点 M. 而 这 记 发 我 们 利 
用 抛物 线 定 义 探求 解 题 途径 . 设 P (xi, 
уі). Palag, уз). M (хаз. уз) ЕТТЕ I 
БЕЯ НН, H, FARA, W 

21 MH i=t AH I+I PAi | 
=l PREI+I PF |=! P, Pil, 


HIME ж-у. Ч ВЧ Р. Р.Р, = ДЖ E] 12.3 
BBM Pi, Р; 为 焦点 纺 时 , | MH 1 = 
六 .此 时 点 М 距 准 线 距 离 最 近 ,有 有 


1 2-1 
Yain = | МН р = “Q 


直线 P.P. 过 焦点 ,其 方程 为 y= с +, у = 2 REME y 48 
x b = + = 0, Ф 


这 里 4A= 2.1, М 12.8 А + 1—1. 同时 有 += = 


sL RIRA M BARA «151,211, 


分 析 二 ЭЕ P P, 的 方程 为 
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x = xí + tcosa, 
| (1 为 参数 ,a 为 倾斜 角 ) 


y = ур + isng 


хә = x| + #соза, 
于 是 | 
y= v| + ising. 
X,— x) = ісоѕа, 
„ рея 
x5— XT = isine. 
解 之 得 
І" = Ftana — Ісоѕт), 
| 
32 = 5 Чапа + Lcosa ). 
所 以 
x = |? = yana, (2) 
y = 1 t 2 = l uama + P eos2a), (3) 
2 4 
ШО 


1 1 2 2 2 l; 
y+ 4 = д "seca + Ксоа) > 21, 


从 而 ушш = 2151 IERT l costa = seca бапо = + i 一 1, 代 入 加 得 


4 
x= = | ES. 

例 7 如 图 12-4, 直 线 y = mx + 5( 其 中 lml < 1, 1b <1) 5R x° 
+y = 1 32 Р.О MA, 3 ЛАШ x 一 y = 1 T R SMRK. AA 
Р.О 把 线段 RS 三 等 分 , 求 m,b ИН. 

分 析 直接 计算 1P01 好 办 ,直接 计算 1PR1.、10S1 就 不 那么 容易 
三 .如何 利用 点 Р.О ERER 三 等 分 ”两 点 吨 离 公式 等 直接 转化 
为 某 些 数量 关系 ,但 均 不 便于 问题 解决 .转换 角度 :线段 РО. RS 有 
相同 中 点 ,这 意味 着 可 通过 较 简 单 计 算 获 得 重要 关系 式 ， 
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设 PU.R.S 的 坐标 分 别 为 (x%;， Yis 


1=1,2,3,4. Н 
f = mM + b, › © 
x + у? = | 
HA y, 得 x 
(1 + м2) х2 + 2mbx +b - 1 = 0. Ф 
根据 韦 达 定理 有 
– 2mb 
ata rm Š Ж 12-4 
由 
| = mx + b, 
х2 _ у? = | 
消去 y ,得 
(1 т^) х? - 2mbx - (b +1) = O. (3) 
根据 韦 达 和 定理 有 
Ха + X4 = Zm 出 
HQ) ЗЕ 
-2mb _ _2тф 
l+ m lem? 


JE , 8 m = 0 z b = 0. 
(|) 3 m= ОН, О, Ў хв 62-120, х2 b2- 1=0. 
解 之 ,得 1,2 一 + w l 一 Б, худ = + V ] + b2 ША 6 АЈ 


其 他 方面 .由 1 PQ1 = 21851,48 


Ае blg- gl 
І тд 3 д 5 


从 而 2V1- 忆 = 所 1+ 57. 


解 之 ,得 b= „245 
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245 
5 
(i) 着 5=0, 仿 上 可 求 得 m= + 23Р. 
ж 数 形 结合 ,以 形 助 数 是 大 家 熟知 的 一 个 根本 性 观点 ,但 从 本 
例 可 以 看 出 ,真正 掌握 这 一 点 就 应 该 做 到 不 流 于 形式 而 能 在 深入 发 
据 几 何 条 件 上 下 功夫 ,以 便于 从 中 筛选 出 利于 计算 的 图 形 属性 ， 
例 8 双 曲 线 的 中 心 在 原点 ,焦点 在 x 轴 上 ,过 双 曲 线 右 焦点 且 


вн / 2 назе Р.0 两 点 . 若 ОР | 00,1РОІ = 4, 


双 曲 线 方 程 . 
分 析 ” 设 双 曲线 方程 为 


2 2 


经 检验 m=0,b = + 满足 题 设 要 求 . 


a Ф 

直线 ро NDEN 
y = (x е), © 

其 中 c = a? + Б^. 


由 于 P. Q 为 双 曲 线 与 直线 РО 的 交点 ,因此 我 们 可 以 将 直线 
ОР.00 的 方程 ”合成 "为 
3 
Л. 


2 

= 0. 
5 ) 
一 5 С 


” 
Б х2 К а?у? _ a2b2( 


整理 得 
тм 2 таба? + 3 гуу? + NETI = 0. (2 
因 0P1 00, 故 由 他 得 
b* — atla? + 5з) = 0), 
即 (а5^+3Ь7)(3а^— Ь°)=0, 
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所 以 b2= 342. (4) 


由 图 知 请 = 全。 进而 有 с =2в „е =2. TRARA] З НУ 
线 的 交点 分 别 在 双 曲 线 左右 两 支 上 ,如 图 12-5. 

RER, HA РО 过 焦点 ,1PO1= 4, 宣 
于 利用 极 坐 标 计 算 . 以 F 为 极点 , Fx 为 极 
ин зг КАКЕ ‚БЕЗИНЕ ЛГ 


PRIF p < 0), 


P = J ecos 
于 是 
| PE=1FPI- FQ | 
__ .ерРр_____ ер _ 
-~ eco 1 + ecos 图 12.5 
_ — 2e __ 5 
ecoa- 1 4, D 
7 z _1 _ l 5 ж 
这 里 e=, cos = -一 一 7 = = 2. PHN Аб 
1 +tan’d l 3 B 
+ 
5 
40 
За 7 © 


ПО ОЖ а? = 1,52 = 3. ВНУТ 2- E =1. 


— „Ж =} 
1. 直线 i йи" - 六 = 上 所 截 的 线段 MN 怡 被 点 4(3,，- 1) 


平分 , 则 直线 1 的 方程 是 ， 
2. ШЕТ, ААВС 的 三 个 顶点 都 在 抛物 线 y* = 32x E, А 
(2,8), Н 45АВС 的 重心 与 这 条 抛物 线 的 焦点 重合 , 则 直线 BC Шу 
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率 是 


3. EWH y = 2px + p*(p >0 AK 
数 ) 中 , 设 有 过 原点 互相 垂直 的 两 直线 ,分 
ЖЛЕ T A.B 和 C.D KE, LL ABI S 
1 CDP1 和 的 最 小 倩 是 __. 
4. URMAT - у =1 ERA Р, 
准 线 1 为 相应 的 焦点 、 淮 线 的 桶 圆 截 直线 
у= ke +3 所 得 的 强 恰 好 的 被 x 轴 平 分 , 则 (第 2 题 ) 
k ARARE | 
5. 过 抛物 线 Cl:y= —x2+1 f C.,:y=x2- 1 HAZA A, FE 
线 分 别 交 Су, FA Р, 0,1AP1'1401 取 最 大 值 时 ,直线 РО 所 在 
方程 的 倾斜 作为 . 
二 、 解 答题 
б. WARR, MHH уг = 2рх 的 内 接 三 角形 的 一 个 顶点 在 腺 
点 ,三 边 上 的 高 线 都 通过 抛物 线 的 焦点 下 , 求 此 三 角形 外 接 圆 的 方 
程 . 


(第 6 题 ) (Ж ЕШ) 
7. BARH y= -r УВА у= k(x+1) 相 交 于 A BAA. 
(1) ЖИЕ: 0А 1 ОВ; 
(2) 当 全 A408 面积 等 fv 10 时 , 求 上 的 值 . 
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8. 如 图 所 示 ,已 知 抛物 线 Csy = д^, Соу = 2x2 – 3x + 3. 
Жуа 的 直线 和 ,es 相交 , 且 四 个 变 点 在 直线 上 由 左 到 右 的 顺序 
H A,B,C DRHE: ARI- I CD SET. 


о. 点 4 # ЛШ; -5 = 1 的 有 顶点 ,过 А ER hh AF91 


与 它 的 两 条 渐 近 线 平行 ,又 过 原点 作 直 线 aE h dh 于 点 PQ, 
交 该 曲线 于 点 斑 , 求 证 :10P1,1ORI1001 成 等 比 数列 . 

10. 一 正方 形 ABCD 的 4 .8 两 顶点 在 抛物 线 y= x 上 ,C.D 两 
顶点 在 直线 y = x -4 上 , 求 正 方形 的 边 长 d. 


n. JRS- 1 Ей РВ x2 у2= 中 的 两 条 切线 


P4、PB ,A,B 为 切 点 ,直线 АВ ЧУЛ T M.N 两 点 ,0 为 原点 . 求 
Sawon 的 最 小 值 . 


12. 已 知 殷 物 战 C 的 准 线 为 z= 地 ,直线 y= x - 1 与 抛物 线 交 
于 4. 日 两 点 , 且 14B81=372 ,线段 AB 的 中 点 与 抛物 线 顶 点 连 线 的 
斜率 为 < , 求 此 抛物 线 方程 


160 


第 十 二 讲 ”复数 的 基本 概念 及 运算 


1. 复数 的 基本 形式 | 
(1) 代数 形式 :z= у(х, y ER), Ж x 可 记 作 Re(z),y 可 


3 


记 作 mla), zlava y. 

(2) 三 第 形式 ;z= г(сб@ + isin0)( r>0,8C R) 

(3) 指数 形式 :z = retl r0, ЄВ). 

(4) 复数 z=a+gifc,pER) 册 一 有 序 实 数 对 (ea b EHE. 
复数 集 C 与 复 平 面 内 所 有 点 所 成 的 集合 -一 一 对 应 .z JMA (а, 
5 表示 ,向量 ОЎ 与 z 一 一 对 应 . 

2. (1) 两 个 复数 相等 的 充 要 条 件 是 它们 的 实 部 . 虚 部 对 应 相等 ， 
或 者 它们 的 模 与 辑 角 主 僵 相 等 ( 辐 衣 相差 2r 的 整数 倍 ). 

利用 复数 相等 的 充 要 条 件 是 我 们 处 理 很 多 复数 问题 的 关键 所 
在 .通过 “一 分 为 二 ” ,使 复数 问题 化 归 为 实数 问题 得 以 解决 . 

(2) 两 个 不 全 是 实数 的 复数 不 能 比较 大 小 . 

3. 复数 的 运算 法 则 

СОСТ ZAIREN]: iR z =a +bi,n=e+dla, b,c, dE 
ANED жЕ 2+2 = (а +) + (Ь+ 4). 

H) 复数 的 加 法 满足 交换 律 .结合 律 . 


12 2 ЗЛИХ 可 以 按照 问 量 的 加 法 法 则 进行 ; 0, + OZ 对 


应 着 以 OZ， ОЛА. 02, 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 一 一 条 对 角 线 ОЙ. 
(2) 复数 的 减法 规定 为 加 法 的 逆 运 算 ， 
(a + bi) — (c + di) = (a -— e) + (b — d) 
(3) 复数 的 乘法 法 风 ; 
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(a + bile + di) = (ac — bd) + (be + ад}: 
{4) ЖЕЛИНЕ MU E АРЕ ТЕНИ iz SK 
b: ac + bd be— ой. . 
| 
4. 合理 计算 是 复数 运算 中 一 个 需要 引起 重视 的 问题 . 
(1) 虚数 单位 i 的 整数 次 量具 有 “周期 性 ”. 


(2) 1 的 立方 根 为 lo = -二 + 如 w= 193: ,5 АЖ 


如 下 性 质 、: 

(1) а= а= 1; 

(ї) 1 + o + а = 0; 

(й) 1+ o + a? = 0; 

(lv) оо = 1; 

(М) a =w, =; 

(3) 熟练 掌握 (1 +i) = в 201,03 +41)2 = - 7.24: 等 有 助 于 计 
Ж. 

5. 对 于 复数 = a+ bila, БЄВ), с-а - bi ЖУТ ЕН SE 
数 . 共 轿 复数 z,z 具有 以 下 基本 人 性质: 

(|) zcz=1zl?; 

(is+z=2R0z)i 

(Й) z-z=2m(2); 

(WV) z= 25 

(V) Z £ zz = zi $ 22; 


(МЇ) 21° z2= 21° 25: 


| 


(vl) CL) = =; 
22 


(МЇ) z РРР = г}: 是 纯 虚 数 的 充 要 条 件 是 x = 
– 502540). 
(IX) Z /(х)ЯЁШ x ВОЗА IO K. El /(x) = Go + арх + 
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азд ++ ал. А ар, ар, аза, 均 是 实数 则 对 任意 复数 z, 有 有 
ДО) = 5). 

6. н 21, Z, ЈЕВ Ж зу, д), ПРА АА ЈНУ ВЕ Ж а = 
21251 = 15-251. 

7. LAA LARRE E: 

(D 圆 :1z-%1= (г> 0, 0 是 带 数 ). 

(2) 线段 Z12; 的 中 重 线 :1z zl = dz- al (HP z1,z; 分 别 是 
点 21,2. 对 应 的 复数 ,以 下 同 )， 

(3) А: 12-1 +12 251 =2a(a>0 H lz 21 <2а). 

(4) АЯ Ж 12 511 - 12 251 = 206 > 0 Hlz – 21 >20). 

(5) 24:12 51 = Ке(2) + 5 (р> 0). 

(6) 过 点 21,2, PHAS: z-z = y(z— z )XyC R, ВФЕ n) 

8. 关于 复数 x BU SS К ах + bx + c =Ü( a =0), 

(1) A= 22-40 > 0, RAMPELA: 

- b + À 


"25 2a 
(2) A = b2— dac =0, 方 程 有 两 相等 实 根 ; 
к\з =- 3o 
(3) A= 2 - 4ас <0, AAI HH EAR. 
b = A, 


x = 一 
1.2 Ja 2а 


例 1 已 知 复数 
т = cosa + іва, р = cos + zsinp 


Н аки 2+1, tant a + 2). 


163 


E Жав, 
z+ и = (cosa + ising) + (cosp + ising) 
= (сова + cosB) + i(sina + sinf) 
4 3. 
ç +: 
根据 复数 相等 的 充 要 条 件 , 知 


cosa + cos = 


由 中 得 2cos +В ooe 
hO 2sin -8 eos 258 


© © © QO 


由 = 国 得 а. 


所 以 tanla + B) =- 2 = 4 2+ 


] — tan 
例 2 计算 . 
[5 _ ` 
p92 (Гу + 238 - (22) + =243 +1 
1-1. 1 + 243г 
(4 — 8:)°— (-— 4 + 85)? 
ҮЗ —Ч2{ | 


解 原 式 = (0699 + 16(1 + Dt- [a у + 


iI +23) ñ (4 - 8i)2 — (— 4 + 8:)2 
1 + 2⁄3: {з 42; 


= 1 + 16(21)* - (2; +i+Ü 


+ 


=] +256 — í + í 


= 257. 
例 3 证 明 ; 有 两 个 数 ,其 中 每 一 个 都 是 两 个 整数 的 平方 和 , 则 
它们 的 积 仍 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 
分 析 m= +b, п= с dla, b,c, d€ 7), ШИТ 
们 分 解 为 
m= la + bijta — М), 
n= la + di)(c — di). 
所 以 mn = (a + bila - bi)le + di)(c — di) 
= (a+ Ы) (с+ diy][(a - bile- di)] 
= [(ae — bd) + (ad + bei] + [Ú ac - bd) — (ad + bei] 
= (ас — bd)? + (ad + bey. 
这 坚 ac- bd ,ad + Бс 都 是 整数 , 故 命 题 成 立 . 
例 4 Roa 为 复 常 数 ,141 半 1, 解 关于 z 的 方程 
z — Àz = бф. (D 
# SJ y EQ DB Hu YES ,得 


z- А = 0, 


HII z- Ав = о, B 
将 人 两边 同 乘 ,得 
jz -| À |?2 = Ав. (З) 
Q> + @ 48 #(1-1А1?) = o + Аш. D 
将 由 两 边 取 共 斩 得 
(1-1А1?) = ш + Аш 5) 
ГТА 11, ЕТ = Аеш. 
#5 已 知 关 于 x 的 二 次 方程 
all + Dx? + (] + a?2i)x + a2 + = Ü D 


有 实 根 , 试 确定 实数 а 的 值 ， 
分 析 ”方程 山 的 系数 是 虚数 ,不 适宜 使 用 判别 式 . 先 从 方程 实 根 
仔 在 必要 条 件 出 发 ,逐步 缩小 а 的 可 能 到 值 的 范围 ， 
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ROR- RHR x, ,于 是 


all + хт + (1 + ails + а + í = 0, 
Вр (аха + x, + а?) + ilar? + aty, +1) = 0, (2) 
根据 复数 相等 的 充 要 条 件 是 两 复数 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 ,由 以 得 
ах" + x, + а? = 0, (3) 
ете (4) 
Ф – (318 (ж, = 1) (а2- 1) =0. 


解 得 z. = uË а= +]. 

还 须 验 证 ,将 x =1 代 人 舍得 

а? +а+1 = 0. (5) 
ЖРО, В Єв, 
а®+а+1 = (а +i > 0, 

РТИ СОЎКУ, х =1 WHER. 

同 理 , a> L. 

а= -工时 ,全 ,由 均 为 


x -x —- 1 = 0, 


可 解 得 05. 
ЕВ, az= —], 
例 6 БЯ а. У 满足 le1=181= {УІ =1, 证 明 
(а + 有 if8 + a + 2 
айу 
是 实数 
分 析 lu 
_ (а+8)У(#8+уН((у+а 
Р = ау 
欲 证 命题 成 立 , 只 须 证 得 p =p. 由 于 |a|=18| =1y|=1, 所 以 aa = 
#=7у=1 а= É =p Y= 5,08 
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P = ady 


(а +B): (G+ у): (Z +a 


—— = — + — 


一 Р 


例 7 已 知 复数 := i+ (3+ 3. 划 ,其 中 ;是 使 红 33 为 纯 虚 数 时 


的 复数 , 求 z 在 平面 上 对 应 点 P 的 轨迹 . 
分 析 二 3 是 纯 息 数 的 充 要 条 件 是 


t-37 -3 
{+3 
H: 1-30 
{+3 4+3 
由 ФЯ -3t 370 
(+3 G -3+ DU- _ 
А (3) (2 - 3) = 0. 
由 国 可 得 11=3(43), HOH г - 3, И 
#1 = 3 (t = +3). 
195 і=2-(3+34/31), 
RADII Iz- (3 +3430) =3, 
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Н 226+ 3-/3:,34/31, Ы Р 的 轨迹 是 以 (3,3w3) 为 圆心 ,半径 为 3 
的 圆 除去 复数 64+ 3y37,3y3i 对 应 两 点 . 
Шар КИЕ Р! =3(t +3). 

gti ait aE R, а 50), M] 
n- —_ iei 
取 模 取得 11| = 3{1 +3). 

例 8 рек, ЯН х -2x+2= 人 0 的 
两 复 根 的 对 应 点 为 A.B, YE x2 + 2px — 1 
=0 的 两 复 根 的 对 应 点 为 C. D. А,В,С, 
D 四 点 共 圆 ,求实 数 p ТКН. 

分 析 如 图 13-1, 用 4.58.C.、D 同时 
表示 点 对 应 的 复数 . ИМ x* - 2x + 2 = 0 Ë! 
两 根 为 4=1+1i. 有 =1 -1 又 方程 

x +2px —1 = 0 D 图 13-1 
有 两 实 根 CD. RBE: WERYN H. HA, B.C DURE, W 
| CH |+ I HD i= | HB 12, 


即 
(1- C)|(D - 1) = 1. 
从 而 
С+р=2+С.Ю. (2) 
rH O Ж 
C+ Р =- 2p, C ' P = – 1, 
RADE 
-2p = 1, 
所 以 
1 
p=- 2° 
Ho 设 由 满足 王 列 陌 个 条 件 的 模 为 工 的 二 个 复数 组 成 一 个 集 
AS: 
(1) I 是 5 的 元 素 ; 
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(П) Жс, 是 5 ВЛЕ, M| z -2wcos6 也 是 5 о, ЖА ө 
是 三 的 辐 角 ， 

ШЖ rat ARERR S. 

分 析 设 z,wE5, 并 用 复数 对 应 
的 大 写字 母 表示 点 . 考察 在 复 平 面 上 

2 = -wesh 5 z, w Z a| P) < 
系 .如 图 13-2, 自 Z 至 OW (ЕЕ, 
EA C M] c = wol, A 

z = 2 - 2шсов@ = 2 – 2с. 

点 Z' Ej Z 关于 直线 OW B) =e ZK 图 13-2 
OT HRR, Z EAF S. 

其 次 ,在 w=z Н, 9 cos8 = 1, 

z = z- 220080 = - z. 

rJ bl, r :是 8 的 -- 个 元 素 ,那么 -z 也 是 $ 的 一 个 元 素 ， 

因 xx0, 故 zx -z, 集 合 5 中 的 元 素 一 定 是 偶数 个 . 

由 疏 知 ,1€5, 所 以 - 1&5. 这样 一 来 ,n=2 时 ,5S =1-1,1:， 

易 见 n=4 时 ,S= -1,1, 一 i, 计 . 


练习 十 三 s 


一 \ 填 空 题 
рг ЗАА 
2. BA z= -mim „Шао ок НИВ 
Д КОШ 


4. З 21\:+4-31?2=2({а+:)?2- 1 Е 
5. а, ВЖ x° + 2px +1=0 的 两 个 虚 根 ,在 复 平面 上 а, 28,1 
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对 应 的 所 构成 人 让 二 角形 , 则 实数 р НИВ 


6. 已 知 f(x) =6х%— 1952 +21%-11,Н. aai н 
5 

7, 设 -- 元 二 次 方程 ax? + x+ 1=0O(a20,a C BR) ,在 复数 集 上 的 
Ж.ж +1 =1, а 的 取 值 范围 是 

8. иик ис! =1, H з +:<0,Ш z= _ 

9. DWM us- +! ‚Л Ж | + yt (оъ 1) = 的 不 超过 
100 ВТЕ k Же 

10. ЕЯ a= at(at I)i z= —3435+ (8 +2)i,a bE 
RtH 3 好 + 总 =0,z.z2 的 值 为 。” 

с.е 

11. 求 同 时 满足 下 列 两 个 条 件 的 所 有 复数 z: 

(1) I<z+ 6; 

(i) z 的 实 部 . 虚 部 都 是 整数 ， 

12. REO KHEU- тула (Аъ х+ (1 +A = 0(Q € R)# 
W PEEB Е A = 2. 

13. 已 知 复数 n.a, E г\1 125121. H z tn = KER 


求 21.22 HHH. 
14. 设 集合 M= la, д, yi КФ a, 8, yYEC. E M PEERI 
积 太 任 意 一 个 数 的 平方 仍 是 M 中 的 元 素 , 求 集合 M. 


15. iz z = ana x, +y(k=1l,2,- n), уН, р Ж 的 


X FREAR, KHE: рі 51241. 
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第 十 四 讲 ”复数 的 三 角形 式 的 运算 


1. НУДЕ ЕН SE r: z = гу (сов + isini), 29 = ғә (сов@, 
+ ising), pil 
Ziz = гүгә| сов( Өү + 85) + isin( 0) + 5,)]. 
СТУЛЕ: ЕЕ SE BI LIM IE] E ПЧ ДЕНЕ AH 
EREE 
СП) REM: = "(соатӣ + isini a CZ), 


CH) F = 3 [eos(0 ~ 9a) + isin( 0) — 0) 1(za 80). 

(Чү) 一 般 地 ,arg( л z) = argzı + argaz mg( Ç ) = аг — ага) 
(22520) ,但 通常 arg( zi 2) Aag + араз. 

2. E S J JF: D z = r(e + isind), Hiz 的 打 次 方 根 
cos EBEE sin A) 0.1, n- 1). 

几何 意义 :复数 z BJ a T n НХГ BJ la] ВЈ AJ] Hh 
全 和信 攻略 上 和 和 本 有 


3. 二 项 方程 ax" + ау=б(а„&#0,а„.аое С). > ду= - 22, BIJ 


ЭШ n KATAR. U zo = r(cos0 + isind), JÆ, x = Jr( cos бъз, 
全 和 


ik=0,1 rn 1). 
4, | 的 每 一 个 n a € МИЗАН К N n {КУЛИН aj PRR. fr 
根 . 记 这 л ААН Еу, у, e A JH ep = cos ziz + isin 2 


171 


1511 


=0,1,7 1). 于 是 ,全 部 n 次 单位 根 可 表示 为 1,e1,e1,…,e? . 当 
п 为 奇数 时 , 除 1 外 其 余 的 п 次 单位 根 都 不 是 实数 ; 当 п 为 偶数 时 
-1 也是 一 个 п 次 单位 根 ， 
i 次 单位 根 有 以 下 基本 性 质 : 
(|) 两 个 n 次 单位 根 &, ,es 的 乘积 仍 是 一 个 m KARR, H ej: 
єк = si 这 至 7 大 是 任意 整数 . 
(jj) 对 于 任意 整数 m ,有 ef = En. 
GD РЕС k, К=пу+г,4©7,0<г=п-1,Б erte. 
(М) 对 于 任意 整数 т, 5 n>2 时 ,有 
1 "3 n | m; 
0, A n \ т. 
特别 地 , 当 产 =1 时 ,有 
] + el 十 二 En | = 0. 
(V) z рда ъ= (ае) (к 60) (x Eea) 


(xe lx- ET 171), 


BJ а 讲 | 


例 1 设 sa<1985,nEN, 且 存在 9 满足 
(sinf + ¿cosD)" = віплб + icosnd, 
那么 这 种 п 的 总 个 数 是 多 少 ? 
分 析 BA x = г(со50 + ising), BA 
z' = r {cosl + таїпп@}\л € М). 
Pk E ERS {Ж ЕШ, ZARRA ЕНЕН ЕЛ EB 3 * 变化 为 它 的 
三 角形 式 . 现 
(sinf + icosd )" 


= [cos( > 一 @) + isin( 2 一 8)" 
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= cosl = п) + isin( "y = пд), Ф 


mH. віп лб + icosnd = cos( 3 ~ nð) + isin( 3 - пд). ©) 
AAAS RR A 2л 的 整数 倍 , 故 由 中 ,外 可 得 


T ад = 2k + % — n8 (k € 7), 
解 得 n=4k+1 (k € 7). 

A 1= n 1985, ТИ a = k = 496. 满足 题 设 要 求 的 ma 的 总 个 数 是 
497. 


{cosd — ising )%1 + itang }? 
例 2 ШИ: (cos + isinB)i {tand +) ` 
解 ” 因 为 


і + itang = L (os0 + isind), 
cosd 


. sing o] . . 
(апд + i= сй + = -g tinó + {со&@) 


= оов - д) + isin( 7 _ 8)]. 
[eos(- @) + isin(- Ө)]°- L (сов + isinĝ y 
сов” 


所 以 原 式 - — - 
(cos + ising)?» 89080 ~ Ü) + їзїп _ 8)] 


1 л .. T- 
= apLcos( – 40 — >) + isin(— 48 — 5). 


= ~al- з1п4@ — ¿cos48) 


= - 一 一 (sin46 + icos40). 
сов Ө 


例 3 复数 21 = cos + ising(O< 0 <x, 07) zazit lz, 


zx ЭЖ] Лү, AB. RAOR = a (0 为 不 点 ,0< a < r) Ka 的 大 
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人 小. 

分 析 Acter, 3 > ,根据 4 点 所 
在 位 置 分 为 两 种 情况 . 

(i) 如 图 14-1, 4 ER IRRE, WoE 
0,2). zi 表示 将 向 量 04' 道 时 针 旋转 所 后 所 
得 向 量 04 ,再 按 平行 四 边 形 法 则 作 г) = z, + 


1 对 应 向 量 08, EE EAN pO ЖШ =: gs 14.1 
形 , 于 是 


(1) 如 图 14-2,4 在 [象限 , 即 66 ( 


7) ,此 时 LAOB = 515 - (+ 0)]= х- 


кә |м 


+ 

Мә 

гә (ч 
l 

+. 

м | 


Ж (i) 在 例 3 解答 中 易 犯 的 错误 是 中 
漏 第 二 种 情形 . #142 
( 1) ЖӨЕ АЖЕН ИЯ EAER. 
例 4 设 复数 : 满足 2 的 一 个 辆 角 的 绝对 值 过, 试 求 复数 2 


的 辐 角 主 值 取 值 范围 ， 

解 ” 如 图 14-3, 设 -2, -1 对 应 的 点 是 A、B ,根据 复数 除法 的 几 
何 意义 ， ALAB =. 点 了 的 轨迹 的 两 段 妃 形 弧 ( 除 去 端点 ) ,它们 
的 圆心 分 别 设 为 0; .0:, 所 对 应 的 复数 为 -3 + 号 1- 三- 3. ш 
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R tana -B ast 6 , Ë = arsin 3. PTR R AAY 
ИРНЕ (27 ~ акаш 53, л) U 


(m, + аю ыл 53). 
Hs 复 平 面 上 点 А,В 对 应 的 复数 分 别 


z — Z1 


Jr = 2,.z = - 3.5 只 对 应 的 复数 二 ,> - 


RAEES p, MA P 在 以 原点 为 图 心 , H мэ 
为 半径 的 上 半圆 周 ( 不 包括 两 个 端点 ) 
上 运动 时 , 求 p 的 最 小 值 . 

Ж iZ z= x+ v;[x, yE Е) 
x +° = 1(у> 0). il agiz- д) = а, 
avg( z 一 22) = @ 


Ф=а- В, Но < p < x (BIB 14-4),[Я 图 14-4 


Y 
为 tane = 一 tan8= а, Br 


tane — tang 2 
5° 


l + lanetang ` 一 
WED, RiR x = eosg,y =вш@,8Є(0,лт),Й 


5sinf 
cos — 5” 


ИП sing 一 tang ° cos = — Stang. B 
方程 外 在 ӨЄ (0,7) 内 有 实数 解 的 充 要 条 件 是 


= 5іап 
vv 52 targ {ап Ф 


; d6 6 
解 得 _ 0 үа g 220 


tanp = tan(a - 8) = 


tang = 


= l, 
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所 以 gun = z — arctan SE ,此 时 Р 的 坐标 为 (上 ,26). 

例 6 复 平面 上 4 点 对 应 复数 - 2, 动 点 B 在 以 原点 为 图 心 ,1 
为 半径 的 贺 上 运动 ,以 AB Эз {ЕТЕ ^АВССА, В, С 按 道 时 针 方 问 
HID RIIA C 的 轨迹 

分 析 ME 14-5 同时 用 表示 点 的 字 


母 代表 相应 复数 , 依 题 设 ,有 


| 召 1 = 1, Ф 
H {C - А) соѕ( - 3 ) 十 isin(- 3 )] 
= В - А. D 
由 Өл: 
т л 图 14-5 
В = (C ~ A)[cos(— 3) + sinl- 9) + À. 
D 
将 O RAJPUR, 二 得 
I (C - А)[сов(— 3) + isin(- 了 )]+ Al1= 1, 
Е! 
| cos( — + ) + isin( — 3) i 1 CO А + А(сов 3 + їзїп 3) | = 1, 
B L! IC- А + А(соз е + isin $) | = 1. A) 
将 4 = -2 代入 外 即 得 


|Є-—(-1+{3) 1= 1. D 
DRH С AREETA ЗЕ) Со 1 ЕЈ. 

#7 n ЛЯ гу, до, ,zn ВЗ ШЖ], ЖЕП 1л! 41, Ж 
9.191 =1,H g = + | .复数 шә шуу *** 4; 满足 条 件 ; o, = a+ + 
h HEP ksion h ALARY, RE: EFENI ol оа," 
о, 的 点 Pi, Paste, P, 者 在 一 个 焦 路 为 4 ННЯ Е. 

分 析 iyi r. HI ЯК. В z = r(cosa + ѓзіпа ), 9 
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= со5@ + ism, HEF r>0, rl, 0 E, 
д = 2197 = r[cos(a + (k ~ 1)0) + isin(a + (k 1)0)], 


从 而 wk h= д + 


k 


= (r+ L )eos[a + (k - 1)0] 


+ ilr = =) ° sin[a + (k -1)0]. D 
令 w=x+ yila yER) ADI 
x— h = (r+ L)eos[a + (k - 1)8], (2) 
у = (r — )sin[a + (k -1)0]. Ф 
НО, ОН а,9, [18 


(а-в _ у у 
Gt (r< L) 
这 说 明 р,(4 =1,2,…,) 都 在 同一 个 椭圆 上 ,其 焦距 为 


2 (r+ EP- r- 0 = 4. 


例 8 ЕЯ ыпА + sin34 + ЭА =a, 
cosA + соз3А + 0055 А = Б, 


ЖЕ: (1) 当 b0 87 tan3A =+; 
(2) (1 + 2c0s2A) = а? + b°. 
证 明 (1) 2 z=cosÀ +isn4d, 则 zz=1, 有 
(совА + po0s34 + соѕ54) + ilsind +sin34 + вїп5А) 
= (cosd + isinA) + (cos3A + isin3A) + (сов5А + isin5A) 
= (совА + їзїпА) + (созА + isinA)2 + (созА + isind)? 
= z+ +: = г (45 + 1 + 2?) 
= [1 + 2Re(z2)] 
(1 + 2соз2А )(сов3А + isin3A). 
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依 题 说 ,得 
b + qi = (l + 2eos2A) + (сов3А + isind), (Ü 


及 bx0, 所 以 tan34 = С, 


b 
(2) BEDRE SK b + ai 的 模 为 
r = | | + 2cos2A |= маг + b2, 
hy (l + 20524)? = а? + b2, 


注 为 二 角 方 面 的 计算 另辟蹊径 足 复 数 二 角形 式 的 一 天 用 诊 . 
{9 设 0<x<1, 求 


] + x . Í - vx 
2arctan + arcsin 2 
1-х ] + x 


_ 
É 


的 值 . 


分 析 ‚_„ЫЩ©<х<1,й] амап T £ , arcsin —— 600,1 


1 – 
1 + 
2arctan ] + aresin = = є (0, Š r), aretan | 2 ž arcsin izan 
是 复数 (] -x) + (1 W 2x+(1- r)i В d 8. 进一步 ， 
2arctan 1-8 (1 к) +(1+ a)i]? BB -4r +2(1- 22); 的 辐 角 
Еа. 
L= 4х + 201 - х°)41+12х + (1 - wil =- 2(1 + 07) < 0. 
Wa ДЕ АУЛЫН, ВАЗЕ АЕ Л dB 2 =, BAR 
k. 
10 Tez (k=0,1. п - DE 2—1 n TAR 


f(x) = вл" + а Ж ++ арх + а 


其 中 m 为 小 于 5 的 正 整 数 ,求证 :二 L'S (a) = ao 
证 明 依 题 设 ,有 
2 km 


Zg = соз 207 + isin  = (А = 0,1,5, — 1). 
n п 


Н. Ќа) = аһ + üm + t + Gí + `°" + G| + GQ 
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fiz) = йы + аы г ++ аду! +" + GZ + Gü 


f zal) = agi” + Ga pgi 00-0) 


+ ag T +з + ар + 

АІ < лп, zil H 
_ l- Күп 1 — m yf 
TA (21) Е (2) = 0. 


k =Ü l- 5 l 一 27 


故 FEto) + Да) + + Лаа) 


即 得 Уд а) = ao. 
ж > + 


一 填空 题 
L. яи aqa u 
2. 如果 z= 2cos — T (sin + i + ioos 35) y, 1] Р 


rwaw—a— 


3. ОЖ ag(z+1)= Z agla- 1) = 20, а 

4. 已 知 等 比 数列 jz ji Н, =l,z = a+ bt, zy = b+ аба, bE 
В, 2-0), жп ДЕ z + za + + z = ОВЕН, Д уо, 的 
值 为 


-— 


5. ДЕ (43-1) "е (1+ D ЧАЛВ m,n 的 积 为 


б. arctan + + arctan 4 + arctan 了 + arctan 的 值 为 
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7. ЯЖ z = cos 27 + isin “Z ДО —z)(1-z2)(1- 2)(I — 


5 
КИВУ 
一 ,解答 题 
8. (1) 求证 :对 任意 实数 上 复数 z= сове + 1sint | i HHE r 
= |z| ,适合 га. 


(2) Э г 取 什 么 值 时 ,复数 :=w [cost] +w віп i BJ38 fB 
主 值 #6 适合 0 过 8 天才 ? 


9, 说 复数 z= сок0 + ising, 5С (0, х), р = m, lal = 
агы < > SR 8. 
10. 设 复数 : 在 所 一 13 为 实数 的 条 件 下 变动 , 试 求 在 复 平面 上 


162-2) 
复数 z 对 应 点 的 轨迹 ， 
11. 利用 复数 求 ， 
А = соз — + eos 22 4 r". + сов" = r, 
п. n n 


. m ‚2л „ ({п-1)х 
В = sin- ~ sn + + sin . 


12. 复数 21,22,23 ШААН а, 8, У, 1211=1, zl Е, Газ 
=2-k,B z+ z + za = 0, k ВЕ, со – 7) 取 得 量 太 值 和 最 
小 值 ? 最 大 值 . 最 小 值 分 别 是 多 少 ? 

13. 设 R€ N ЖЕ: ФЕ + -如 -1=0 有 模 为 上 的 复 根 的 充 
分 必要 条 件 是 +2 可 以 害 6 整 除 , 


180 


第 十 五 讲 ”复数 模 的 运算 


模 运 算 有 以 下 一 些 基本 性 质 : 

(1) zz=1zl2=1z12; 

(2) |zl=IRe(z)i.lzl2> lImíz)!; 

(3) 2р2, |= р ао Ра 1; 


х 


| 
ү (2:30); 


|25 


(4) Ži = 
22 


(5) 1211-1251 12у + z21. 与 复数 z, z2 对 应 的 向 量 021, OZ, 
БӘН 3 Y; 


(б) [zi + zz +°" + д„| ж ||| + 52| + '"" + 1z | ,与 复数 Ір» 29, 


…, 坟 对 应 的 向 量 0Z1, 0Z,,---, OZ, AARRE. 


例 题 精 讲 


例 1 求 复数 
2 2) __ | 
= СЗ тсз DB i) + 2: 
的 模 . 


解 ” 先 化 简 前 面 一 个 加 数 项 . 


(3 +4:}({2-42{) 
(3 + 2063 008: i) 


18] 


_ [3+4:1-17-27;]_ __ 
ай, Jii - 41/51 


5х2 

Ë l x 2 x /Š5 = +5. 

J Jë |z] = 45 +2il = 3. 
例 2 EYFA Б 20, 动 点 Z, 对 应 复数 分 别 为 zoz. HEF zo 

兰 0, 日 满足 方程 

z- z = | zl, D 

一 个 动 点 也 对 应 复数 * 满足 
z| 2 = - 1. (9) 

Жа Z 的 轨迹 ,并 指出 它 在 复 平 面 上 的 形状 和 位 置 . 


解 点 Z 依附 于 点 7 , 故 先 做 代 换 ,由 四 得 x = -一 , 代 人 @ 得 


] ] 
i — + z |=] | 
了 ü z + 


可 得 11+ozl1=1. 因 zz 所 以 


1 
lz+ [= l. 
20 20 


这 是 以 - 二 对 应 点 为 圆心 ,为 半径 的 圆 .又 z 天 0, 故 折 求 轨迹 为 
EEKE MA. 

例 3 复数 zz SI |z | = 1 人 + 加 | =3,lz -zl -3 全, 求 了 
ШИН. 

分 析 ” 题 设 条 件 是 一 系列 有 关 模 的 等 量 关系 , 考 感 利用 模 的 几 
IEX. 

ЮН 1211 一 lz + 251 =3, 可 得 
22 _ ( 
21 


及 由 iz 一 zl =y31z11, 可 得 
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218 @ 


41 


加 表示 点 А( „а В( - 1) 的 距离 为 ] ,名 表示 点 AGORA 


cC DER 73, HAREMA 为 直 前 三 角形 ,二 4 = ЖР. 
困 14C1>141, 点 4 在 第 开 .、 焉 象 
Pi. 


(|) 当 点 4 在 第 ]| 和 象限 时 ,如 图 15-1.22 


= cos E + isin “F JATT 


z _ 2T; .., 2л 
z = cosl — 3 ) + isint – 3 ) 图 15-1 
1 _ 3, 
- y - > š. 
(ПУМА Е 1326, Е 15-2, 
32 oa m віп 47 
z 3 37 
从 而 
2 = cosl- 22) + isin(- 2х) 
1 43. 
= t! 图 15-2 
这 里 ,点 ARRERA 2-C D = 1 与 | 要-1| = 3 的 交 
m. 
例 4 二 次 方程 
qx” + x +] = Ü Ф 


的 两 根 的 模 都 小 于 2, 米 实数 a 的 取 值 范围 . 
分 析出 为 实 系数 一 元 二 次 方程 ,其 中 
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А = 1- 4а(6 = 0), 
须 分 4 关 0.4<0 两 种 情况 讨论 ， 
(Í) ECAR, iR fx) = ax? +х+1(хЄ R), КЛ ЖЮ 
之 模 都 小 于 2,4 
a >= 0, 
À =] —-#a > O. 


1 
-4<- 730 < 2. 


解 之 得 a< -H a<- dM ERR SOROA TF EEA ER 
须 
人 
0-2) = 4a -— 2 + 1 < 0. 


解 之 ,得 a< - 2. 
Ci) FEODORA H, 
= ] - 4& < 0, 
有 а > Т. 2) 
此 时 , 设 方程 的 两 根 为 a,8, 则 a = 8, АТ 
В = ой lal = L < 4. D 


НО), OTi a> Т: 


综 上 所 述 ,所 求 a 的 取 值 范围 是 ( - ®,-2)0(-1, + ®). 
5 设 P..P, 是 复 平面 上 的 点 集 ， 
Pi=|zizzt+3i(z-2)+m=0,szEC,m 是 实 常数 ,m <9|， 
Pa = |w | o = 2iz,z € Р. 
(1) 当 m 在 全 么 范围 内 变化 时 ,Pi 门 Pz @; 
(2) $ m =5,Ú 26 P, , z, Р.Ж гу -5s2[ 的 最 大 值 和 最 小 
] 84 


ЇН. 
分 析 (1) 首 杰 的 在 于 损 开 蒙 在 点 集 P, hu—Ja" ШР”, 


-:+3%(х-)+т = 0 


变形 为 
(z + 3i)(z — 3i} = 9 т, 
Вр [2+ 3:12 = 9- т, 
有 |z+3i |= 79 m. (D 


H m <9, ЕО Ж P, 是 以 40, — 3) 55, /9— 于 为 半径 的 
Di. 


RK, w= 2 8 а= 2 А ЕДЕ 


|0 -61= 2/9 т, 
从 而 知 点 集 P, 是 以 (6,0) 为 图 心 ,2 v9- m AFRA. 
问题 等 价 寺 确定 m ARARE, EOP ОР 有 公共 点 ,为 此 ， 
m MIRE 
VO-m = /'45<3/9- т. © 
这 里 45 是 圆心 距 1P Poli, 9- m, 3v9- mi WR n ВУ 
3 Е. НОЯ -36a m = 4. 
(2) ROMAR P, 是 图 M 
|z+31|= 2, 
АЁ P, je B] N 
|z -—61= 4. 
如 图 15-3, 设 次 线 MN НЕД 5+ А,С,Р,В WUR, E.F ЗУУ T 
两 圆周 上 ,连接 ME ,NF ,只 要 E. F 中 有 一 点 不 同 于 4、8, 都 有 
|I AB i=] АМ1+1 MNI+| NB | 
=] MEI+I MN 1+| МЕ | 
>] EF |. 
同时 ,由 
| ME |+] EF |+| NF |> | MNH, 
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得 | МЕ! +IEF| + | NE| > INCI + 
| CDI + IDN!, 
也 而 有 18F1 > i CDI. 

HIMNI = 45 = 315, ТЕД IAB | 

=6+ 345,161 =3 5 - 65526 


的 最 大 值 与 最 小 值 ， 
例 6 设 复 数 21: 22 ЇВ ДЕ; 1211 = 
[z+ z 1= 3,12 — 291 = 343, АК log 图 15-3 


| (z) zy + (gpz | 280 | AJH. 


分 析 如同 例 3， 可 先 求 得 了 的 值 ,再 转 而 计算 zi 22, zi za, E 
可 望 解决 ,这 里 男 作法 换 ; 
| 2] + z; = (21 + 29) (2) + 22) 
= (z) + 5) lz + 22) 


-一 一 


一 ZZ + Zl 25 + Z|Z2 + Z) 2) 
= 9, T 
|2 = z |= (z = za)(zí — z2) 


= Z| Z; + Z. 27) — Z| 25 — 1122 


= 27. 2) 
中 + 全 得 Гау 12 +125 |° = 18. 9) 
DIRA 039 Z) з + ә = — 9, (1) 
Az l =3, 由 已 可 得 |2| =3. 4 
| дуд |= 1 391 = 9. 


设 zyz = (cos + isin), M 
z) “ху = ZÚ" 25 = 9[cos( — 9) + ївїп(— 0)]. (5) 
HD, 180050 = – 9, HEI созӣ = - 六 .进而 知 zl тэ = Әс HÉ z) z= 
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(z zz) 0 + (z 27290 
= YO 200 | „бю 
= PM + Oo) 
= – 9. 
Шол, “@›) = 90 Еј, АЈАЗ НЕ, 
Ит fi: БЫ, 1:1=1, 8 
и = z - 2 — 3221 — z + 1, T 
求 1u1 的 最 大 信和 最 小 值 , 并 求 取 得 最 大 值 和 最 小 值 的 复数 z. 
分 析 由 于 1z1 =1, 所 以 z= 一 ,z= 汪 , 这 对 系数 旦 对 称 性 的 а 
AN, ADE 


ut = Ziz- z - 3i- z+ 7). 
Ги = 1220р жс 3i- z+ 2] 
= ра +Z (е2) З |. È 
Br z=x+yi(x,yC R), M| 2. у^ = 1 CAG, 8 
u |= 104 - 25 - 2) 3; |. 3) 


记 了 =4x -25-2(- 15251), 2 


p. |o 


=< T =4. 


Ë A( 一 也 .0)、8(4,0)、P(0,3). 问 题 
等 价 于 在 线段 АВ 上 确定 点 О, ТРО 
最 大 值 和 最 小 值 (如 图 15-4). 

分 明显 ,点 Q 位 于 原点 时 ,| al = 
РОТ =3, 即 为 所 求 最 小 值 .此 时 z=1 或 图 15-4 
A +З s Q rB ABR а= (РО | 


= PBI =5 为 最 大 值 .此 时 ,z= - 1. 
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例 8 Т zL, 2 为 复数 ,满足 
|zi i+] z |+ ` +Í z. 1 = 1, 


求证 :上述 = 个 复数 中 , ТЕ ТЕ РУК, ПШ TI BJ Es A F 
FE 
了 
证 一 = 0о+ Ы(а, bER) WEA 


а= Теа +i b). 


ЉТ 1= Diale D lalt Bibi D 
і= 1 

Ура Ð lalt Уат, © 
Hl ш. 0 a >Ü 

У урра Утва УТЫ, D 
i=l b >Ü 5 >Ü 


A00 Ж lal, mtb! Рэ 项 不 小 于 


“ү 4 .不妨 设 У ИМУ? 


| 2: | > Уа > r: 

Жж 这 里 我 们 实际 上 证 得 了 更 强 的 结果 . 

Ш ЖЕЖ у= х Ry= -2 把 复 平 面 分 成 下 个 区 域 . 册 于 12 
1+1z2l+ 二 11!=1; 所 以 在 上 述 四 个 区 域 中 ,至 少 有 一 个 区 域 所 
有 复数 模 的 和 不 小 于 地 .为 方便 计算 , 不妨 设 此 区 域 为 包含 x ME 
方向 的 区 域 , (否则 ,由 于 是 取 模 ， 中 进行 话 针 变换 们 可 将 问题 乱 化 为 
上 面 情形 ), 所 包含 的 复数 为 z(t=1,2,…,k), 令 z= a +b, 
e", b € R), FE ‚ 
а, > lb, 1,0 = 1.2, k), D 


; I 
H [zi d+l л) Таа (ар. (2) 
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根据 心 , 有 


ER i+ | Z. |+ +12 


= x a'f + Б'? + a+ b 3 + +a а + В 
= 2(a + a+ + ak), . © 


H 15у +29 +62 | 


(а + алъ аз + а)? (к Вв + b' y 


=> G, + G@', + +4. 6 
SORORE. 
| Zi + Zx+ ду |> 21 > 1. 
4{2 6 


я 9 EH a у 1, а? + b 2 =<2(xz,y a, b CR), ИЕ: 
| bla? – y?) +2аху | = (2. 
证 明 构造 复数 ;z = x+yi,zy=a+bi(x,y,a,bC R),HI I zi! 
gl, izal sy2, 进 而 ,有 
zitza = (x + yi) (a + bi) 
= [(x? — y”) + 25у (а + bi) 
= [a(x”- у) — 26у) + [b (2 - 2) + 2axy li. 


于 是 
Iml + zx) = bix? - у?) + laxy, 
| bfx? — y$) + 2axy | = | (22) | 
=l дб в|=11)?%1+1 142. 


$ ”利用 复数 模 的 有 关 性 质 ,通过 构造 适当 的 复数 证 上 明 不 等 式 
或 求 最 大 (小) 值 , 常 使 解答 简捷 ,别具一格 ， 


一 、 填 空 题 
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l. #021) = IC+ 1) + il, W (8918383 . 
2. 已 知 复数 1z+ ii+iz-i|=2, 则 1z + t+11 的 最 小 值 是 


3. За. Б.с.іЄв,На+ё=7, с+аі=9.Ша+ Ыы c+ di A 


的 模 的 最 小 值 为 _ 

4. 方程 z + 1z1*= 10i 所 有 根 的 积 为 ”  . 

二 、 解 答题 

5. 证 明 : 若 对 复数 ao A la~ 201 = ll -ziz21, 则 1z11,1zzl 中 至 少 
有 一 个 等 于 1. | 


б. 设 方程 ac + be +e =0 的 一 要 为 a, 且 a > b > с> 0, Еа | < 1. 


7. Еа! lbi, u = EEE ш =] 的 充 要 杂 件 是 1zl = 


8. ЕЖ z z C C, H izil = 151 = zí +z! =1. 

(1) 求证 :z1= 23; 

(2) RGO + (P e a (EN), 

9. 设 三 个 不 为 零 的 复数 21+ 22, 23 ЕТА Е, Лу a Ё | Ën, 
Z HWE zu +z +z = tals lal = Г, KiE: A Z, ZZ 是 正 
三 角形 . 

10. 设 复数 Z. Z. 满足 关系 式 Z1' Z+ АД + А Л»=0,Җ!} А 
为 不 等 于 0 的 复数 ,证 曲 ; 

(D) |Z ЖАНА + Al = ТАП, 

ZI+À ]Z +Á 

(2) za” zita, 

ll. ВСС, 151 = 1, 412 - z+2 ARAM. 

12, В Яго, о ER, 21,256 C. RIE: 


2laiz + aoz l (а? + aK lalit |z; 


21224221), 
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第 十 六 讲 ”二 项 式 定 理 


Яаж Бржи = 


L 组 人 台数 C 的 主要 性 质 ， 

(1) 人 二 Ca 

(2) 人 = 

(3) Са = Cl 

(4) CRCY = ССЗ. 

(5) Сё + СЕ. ++ Cham = С +. 

(6) п ЖШН, СС < 2,02 > СЇ?! >» > бп 为 
АНЕ, CY< С <… < cu cl, C$ > с С", 

2. 二 项 式 定理 

(1) (a+ bY = Ca + Cha lk t+ Cia PT ++ Cl a € 
N). ЕФ А ТАМ a+ b)" 的 二 项 展开 式 , C4{r =0,1,…， 
п) ЕСА, Т = Can 站 表示 式 中 第 r+1 项 ,叫做 二 项 
展开 式 的 通 项 , 它 反映 出 展开 式 在 指数 . 现 数 .系数 等 方面 的 内 在 联 
系 ,要 注意 区 分 二 项 式 系 数 与 项 的 系数 问 区 别 ， 

(2) 对 于 二 项 式 (a+ 85)", 邻 w=1,48=x*, 则 有 

(l+ х)" = УСК. (ж) 

( * ) 式 是 二 项 式 定理 的 特殊 形式 ,实际 上 在 ( * ) 式 中 令 * = > В 
以 а" 县 可 回 到 二 项 式 定 理 的 一 般 形 式 , 如 用 不 同 的 数值 代替 ( = ) 式 
中 的 x 就 可 以 得 到 许多 给 合 恒 等 式 .例如 : 

51806-2"; 
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А x= -1,4831(- DtCh = 0. 


同样 还 可 以 得 到 2,24C = {1+2)"=3", 
(3) 二 项 式 定 理 除 了 和 常用 于 证 明 组 台 恒 等 式 外 ,还 可 用 于 兰 断 
整除 性 、 作 近似 计算 和 估算 .证 明 不 等 式 等 ， 


例 ж H 


例 1 证 明 Cz .| 是 奇数 (1). 


k (25 –1)(2® –2):::(2" -1-+1 
Зі Сот = 1:2---& 


_2" -1 2 -2 2" Е 
=] 2 k 
作 进 一 步 北 简 , 令 = 2 p (аі), р; 为 奇数 ,于 是 
2" i 2p _2"*%-р 
i Zp: N P, | 
它 的 分 子 .分母 都 是 育 数 , 因 如 "是 整数 ,所 以 , 它 只 能 是 若干 个 奇 
数 的 乘积 , 即 为 奇数 ， 
上 述 结 论说 明 , 二 项 式 (a + Б)" 展开 式 中 , 当 m= 和 -1 时 , 它 
的 各 项 系数 均 奇数 . 
例 2 计算 : > kch. 


Эі ХЕР: АСА = n Ch.) ,于 是 
S) ДС = У) nE 


к= kz. 


= nC + Cla +e + (8-1) 
= п 2"-1, 
分 析 二 记 3S$= С, +262 + + пс". С = Сп, 
S= пб" + (п DEY! +e 420 + CL, 
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且 S= пС%+(п—-—1)С\ ++20 + Cn 
将 上 面 两 式 相 加 , 即 得 
25 =һ(С +С ++ бї) = n 2, 
所 以 5 =n], 
例 3 Ria + 1+ 一 的 展开 式 中 的 常数 项 . 
分 析 由 二 项 式 定理 


(w ++ L = 1+ (х + 2) 


= СО + Cl(x + 1) + + Сх + +y ++ C3(x + +Y, 


@ 
其 中 第 r + 1(0= r< 7)38 5] 


T, = Субх + +y, (2) 
在 (x +1) 的 展开 式 中 , 设 第 +1 项 为 常数 项 , 记 为 7,1, 那 么 
Тл = Cat. (E) = СЫС, 四 
这 里 О= ег. НОЯН г 25-0, Вг = 26. 301989 г ВЖ, Н к = 
艺 . 再 根据 ,@ 知 所 求 常数 项 为 
C? + СС + СС + СС? = 393. 
例 4 在 (5x - 2у) Ж Их Р.Л ЖИК? ЛОНА 
最 小 ? 
分 析 展开 式 中 第 上 + 1 项 系数 为 C52 *( -2)*, 当 上 为 偶数 


时 ,系数 才 有 可 能 最 大 ,反之 ,为 奇数 时 ,系数 才 有 可能 最 小 , 现 只 
须 比较 系数 的 绝对 值 .考察 
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Chp 520-4 . 2% 
2.500.902 2 Í, 


Ca N s-k, Jk 
ckt? ‚$!8-#® , gk+2 = 1. 


上 述 不 等 式 组 可 变 为 
4(22 — k)(21 — k) 
25k(k - 1) 
25(k + 2)( k + 1) 


40(20 - &)(19- k) F 
-7-v 401 =2+40 1 


v 


= ]. 


i> 二 4 和 1 或 < =l- 4! 1 


IM 0 НАСА, k = ;或 6 于 是 展开 式 的 第 6 项 系数 最 小 ， 
第 7 项 系数 最 大 ， 
例 $ jk N= 199-1 的 所 有 形 如 =2 :3 (a,b 为 自然 数 ) 的 
因子 d ZAM. 
分 析 上 先 考虑 N BANN HNS 2 与 3 的 最 高 医 次 数 , 为 此 将 
N Ж. 
N= (20-1) 1 = (1- 4х 5) 1 
=- Сых4х5+ Ch х 42 х 5 — Сўз х 4 x 52 
р CR х 497 у ST + С х 49 x SS 
=- х 55 + М 
= 220 55 + 2M). 
其 中 М 为 整数 ,以 上 说 明 ,N 的 素 因 数 中 2 ВЕКЕ 5. 5 — 
方面 ， 
N= (1 + 2 x 9) _ 
= (a x2 x 9 +k + С х 28 х9" 
= 32 x 2 x 88 + ЗТ 
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= 32(2 x 88 + 3T), 
其 中 了 为 整数 .于 是 ,mw 的 素 因 数 中 3 BJ ЖЕКА 2. 综 合 起 来 , 知 
№= 2.32, EP 不合 因数 2 和 和 3, 所 有 中 形 如 2*:3* 的 因数 的 
和 和 为 (2+2+2+2+2)(3+3) =744. 
Ибо а = 1990, 计 算 


201-302 + Ch -PCS ++ + PAC - 5 сю). 
ее (д) 4 Те; 
Gyo - cR 
可 以 看 出 上 式 是 (二 + 号 i) 9 展开 式 的 实 部 ,而 
RE 


Є > i) = (cos + + isin g) 190 
= сз 1999, + .. Ir 
= 3 I SITH 3 y 
i 原 式 = cos 1900, = оов = _ L. 


#7 ia 054720 H (15 + / 220)®, х 的 个 位 数字 ， 
分 析 iE у= (15-4 220) + (15 – 220) MM 
x + y= [(15 + 220)” + (19 - 220) ] 
+ [(15 + / 220) + (15 - 4220) 1. 
由 二 项 式 定 理 知 ,对 任意 自然 数 n, 
(15 + v 220)" + (15 — 220)" = 2(15" + С115°-2.220 + --:) 

为 整数 , 且 个 位 数字 为 零 , 因 此 ,x + у 是 个 位 数字 为 等 的 整数 ,再 对 
у 估 值 .因为 


0 < 15-4530 = 3 


< >s = 0.2, 


і5 + лу < 
В (15 - /220)22 < (15 – (220), 
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所 以 Ü < y < 205- /220) < 2.х 0.2? < 0.4. 
х 的 个 位 数字 为 9. 

注 在 二 项 式 定 理 的 应 用 中 ,将 (a@ + В)" 与 (4 ~ В)" 结合 使 用 
RIEK, 


例 8 试 证 :对 任意 自然 数 n, MAXL СИТ ДЕК 5 Ж. 
Я іа, = DCRI а, 的 表达 式 和 二 项 展开 式 中 的 项 有 
些 相似 ,联想 二 项 式 (1+ х)7^*!,4Ф x = 人 ,于 是 
(1 + х)" = (1+8) = S G, (8) 


-EGEA + > ch B” Ф 


Е = 0 
ГӘ 2k+laäk ralk 3k 
= У скинов + У) сй 2%. 
&= 0 к= 0 


їп, b, = = >С 2 КАФИЯ 


“Ва + b, = (WB + 1)", ' (2) 
RECHA, ТАН) Н 
/&a, - b, = (8 ~ 1)", ® 
(2) х 045 
802-62 = TA, @ 


RERE H), nj ЖП 

Т" =(5+2)!7"*!=5Т+2°1=571+2+4”<51Т1+2(5—-1)° = 
ST +2-( - 1)", 
T,T, 均 为 自然 数 , 可 见 7"* i 被 5 际 余数 是 2, 夺 a, 可 被 5 整除 ， 
由 区 被 5 除 余数 +2. 但 这 不 可 能 ,任何 一 个 整数 的 平方 被 5 除 余数 
RAEE O, +1. EE, а, ВЕ 5 Е. 

019 证 明 ;n 为 偶数 时 ， 
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(EY -CY A (EY H e a (G DEC + e e (CY 

= C2(- 1)2. Ф 

分 析 “人 的 右边 是 组 合 数 C2( 12 ЕНИ, варт 
BEU- HA 的 系数 {这 里 л 是 偶数 》 ,为 了 与 右边 和 式 沟 遂 , 作 


(1 =- xê) = (I + x)"(1 — x)", @ 
再 比较 名 式 两 边 x" 的 系数 .右边 是 
(Cü + Сід + Сд £ + Ch +з + С^) 


x (G$ — Сух + Суд? е + (— 1)EG + + (- 1)°С”) 


= (00 + Cla + Сїй + + Ché + + CM) + 


(Ca -CN 
这 里 л ERA. 展开 后 ,所 有 x" 项 的 系数 是 
(OPO (De CE + + (С), 


@ 式 左边 展开 后 а" 的 系数 则 是 C2( —-1)?.5% ху. 


一 ,填空 题 
І. ZORRA 13 的 余数 是 . 
2. EQ +O KERFA F BENA ” 4+, 
з. 5 ті-сок- 
4. 已 知 (Vz - 5)" 的 展开 式 中 ,第 五 项 的 系数 与 第 三 项 的 系数 
的 比 是 10;1, 则 展开 式 和 名 项 系数 的 和 是 


5. (3 +Y2) 与 (93-v2)22 的 和 的 个 位 数字 是 __. 
„Еа 
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6. ËEF(1+ ж)? = 1+ ax + ах + + а„-за#97?,р ЖЭ S ЖУ 
HFHH : a; +2, a2 - 3, аз +4, t, dp- (p-2),a,-2 + (р 一 1) 都 可 被 
p 整除 . 


7. HEB СС (Сй ++ (cp = 02801. 


8. BA а, ЄК”, а ж буп ж2, п € N RE H > 
(9+6 п 
ЕШ y)". 
9, ЖЖ ол>®=2.һп©М,НЕНН;2*< 61, < 4". 
10. Е Тр 
>| 
11. 设 nE N, AEL x t 2)" = арках ах ++ ах". 


(1) 证 明 ; a = az, .  (1= k= n); 
(2) 求 ар + аз + üg t ot ИВ. 


12. 1 a; СВ" Аа, = SKE: 


2 m 
(1 + a)l + azyl + an) g 1 + Š + 7 +77 + З; 
| n! 


13. 设 "|, з» Пау", гі. ЖЕ EL ВЕУ, Н. П] + 23 +" +n" 
= m, BE BH : | 


1 
> nun, = етт - Dim - 2), 


(г.р) 
其 中 和 号 遍及 1,2,… 5 中 取 三 个 不 同 元 素 的 所 有 可 能 的 组 合 (i,7， 
(不 考虑 ijek 的 顺序 ). 
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g+ m 


1. (1) ТЕЙ] БӨЗ ЙЕН, ТУЛЫЛ , HE ET XÓ ЛЕН: ж 
ALATE, B|: ЖЕЛЕ K; Б Z+ RR aZ. 

(2) ЖИЙ] ЖЕЕ sZ bJ (СН e) , 必 平 
分 其 蓄 及 其 所 对 的 强 ; 反 之 也 成 立 ， 

(3) 在 同 图 与 等 圆 中 ,等 莎 与 圆心 的 距离 
相等 ;反之 也 成 立 ， 

2. (1) 一 弧 所 对 的 圆周 角 等 于 该 弧 所 对 
同心 角 的 一 半 . 

(2) 在 同 圆 或 等 圆 中 ,两 弧 相 等 所 对 圆周 
角 相 等 ;友之 亦 成 立 . 

(3) WA 17-1, M5 EIA р АР 
WAA pE 2 БЕЯ ЖЕ В K Р 5 ERARA, ИАА; А 5 
Ж #К— AART R РЕ Et sk Ж Aik Ж КИПЕ ЕВ ix + 
角 叫 做 圆 外 角 . 

3. 《1) 直 线 和 圆 的 位 置 关系 ;如 图 17-2 设 圆 O 的 半径 为 7 , 隐 心 
0 到 直线 LW WERA d. € d> г, MWA 0 УН LM HE; d = 
r, 则 圆 0 与 直线 LM 相 切 ,2 [Ж O 的 切线 ;车 d<r, MA 0 与 直 


{ н | Af L М L ; ) 


图 17-2 


图 17-1 


线 LM 相交 ,LM BH Bl О 的 割 线 ， 

(2) FAHA EHRE 
圆心 作 一 切线 的 垂 线 必 过 切 点 ;过 切 点 作 圆 
的 切线 的 重 线 必 过 圆心 . 

МА 0 外 一 点 P 引 二 切线 (如 图 17-3). 
切 点 为 4、8, 则 

(|) РА = РВ = / РО? ОА?, Z PAB = Е 17-3 
Z PBA , Z APO = Z ВРО; 

(Ï) А,В MAEA PO 为 直径 的 圆周 


C 
E; 
(ii) PD | AB, HFA АВ. 
(3) ААЖЫ 1 BJ 32 Br ЖЕ #8 0 3⁄ gj 


Ж УЗЕ ВТ ЖЕЛДЕТ ПЕПЕ Б] ДП. Б, ИЕ А Т 
一 端的 直线 , 若 与 这 弦 所 成 的 角 等 于 其 所 对 的 
圆周 角 , 则 这 条 直线 为 圆 的 切线 (如 图 17-4). 图 17-4 

(4) ЙЛ 


(i) ЕА: [B] 
099% AB. CD 或 其 延长 
线 相 交 于 点 Pi 如 图 17- 
5), 则 有 PA: PB = РС. 
PD. 

(i) 切割 线 定 理 : 自 
圆 外 一 点 Р 作 贺 的 切线 
PT #| š P48B, 切 点 为 了 , 割 线 与 加 的 变 点 为 А, В, WH 
РТ = PA- РВ. 

(%й) Жа PIEZA PT Ж! PAR. B А.В 两 点 位 于 PT EN, 27 
РТ = PA- РВ, РТ EA TAR 外 接 圆 和 的 切线 (如 图 17-6). 

4. (1) 圆 内 接 四 边 形 的 对 角 蕊 补 ;反之 也 成 立 ， 

(2) 图 内 接 四 边 形 的 外 角 等 于 其 内 对 第 ; 反 立 也 成 立 . 
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图 17-5 


(3) 图 外 成 四 边 形 两 到 对 边 的 和 相等 ; 反 
之 也 成 立 ， 

5. 图 与 图 的 位 置 关 系 

(1) 己 知 两 图 的 半径 为 r,r'(r > 7), 两 
加 加 心 同 的 距离 为 d ,由 г-г<ф<г+ r 
BAHE; а < г г СИЕ. 

(2) ADAH, HHI AMTAA ELA 


图 17-6 


+. 

(3) ARAZ, 8832 A ВТЕ БЕЕК А WJ Bj ИДЕК, E A 
ЖЕР, АНТ BIB S 32 6 ТА ЖЕ С НУН. 

(4) 到 两 外 离 或 内 含 (同心 贺 除 外 ) 的 定 图 所 引 切 线 长 恒 相 等 的 
点 的 轨迹 ,是 垂直 于 两 定 图 连 心 线 的 一 条 直线 : 阁 两 加 相交 , 则 为 两 
圆 公共 茧 的 延长 线 ; 阁 两 贺 相 切 , 则 为 过 两 加 切 点 的 公 切 线 .这 条 直 
线 称 为 两 圆 的 根 轴 . 在 三 个 定 圆 中 ,每 两 定 图 的 根 轴 共 三 条 ,它们 相 
区 于 一 后 或 下 相 平行 ,这 点 称 三 定 图 的 根 心 . 


m m Жл 


例 1 ЛАВЕКУ — T ЖП H (ШЕ 17-7), 
MARERE V 50cm, AB 的 长 度 是 бст, BC 的 长 
度 是 2 оп, АВС EKA. R B 与 圆心 的 距离 ， 

解 ” 如 图 17 -8, 补 成 一 个 圈 О. АС, {С 
АВ ЖОО TF D.E ОА, ОВ, ОЕ | АС, EEH 
Е.Е OF | АВ, ЕД; F.W СР. 

因为 АВ = 6, BC = 2, Z АВС = 9Ф, й АС = 图 17-7 
МЕ + = 2 /10(ет), АЕ = FAC = /10(em) , H 


OE = „у ОА? _ AF2 = 2 10(ст), 


А 
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АЁ _ L 


又 BDC = ZA0E = Y 40 t lan ВОС = 7, 
H BC =2(cm)8 BD =4(cm), 从 市 ,有 
AD = АВ + BD = 10(ст), 
进而 有 DEF = 5em, BF = lem. ТИ 
OF? = ОА? - AF? — 50 - 25 = Bier). [ 17-8 


TE 


ОВ =v ОЕ? + ВЕ? = /26( cm). 
BB SER K. 

例 3 已 知 在 会 4BC 中 ,4B> AC. ZA B! 
一 个 外 和 角 的 平分 线 变 和 4BC КУБ T A 
ЕҢ EF] AB, EEX F. 

求证 :2AF = АВ ~ АС. 

证 明 Е 17-9, FREEK D, 16 
FD = 网 ,连结 ED 并 延长 交 国 于 6, 连接 ° 
BG, RJA EDA 为 等 腰 三 角形 ,有 


Z ЕПА = EAB 三 £ РАВ 图 17-9 


- yC Z ABC + Z), 


从 而 ,有 
Z AED = 180 – 2Z EAB = 190 – (Z АВС + Z C) 
= Z BAC. 
FRAC- ВС, BC = АС, ВС = AC. IÑ Z G = ЕАР = Z ЕРА = 
Z ВВС, BD = BG = АС Bi 2AF = AD = АВ ~ АС. 

例 3 如 图 17- 10, 在 全 ABC Ф, AB = АС, D 是 底 边 BC 上 一 
Ж,Б ERE AD AA, HZ BED = 22 СЕЮ = Z ВАС, Ж1Е: BD = 
26р. 
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ЖЕҢ ТЕА АВС 的 外 接 图 (图 17 - 11) ,并 4 
延长 AD Sp A ABC 的 外 接 圆 相 变 于 下 点 ,连结 / 


СЕ ‚ВЕ, 
Z BFA = /ACB = / АВС = Z AFC. / 
RZ ВЕР = Z СЕР, PRVA 
ВЕ:СЕ = BD: РС. В c 


因 ВЕЕ = Z ВАС, Z BFE = Z АСВ, МИ 
£ FBE = / АВС = Z BFE, Ћ ЕВ = EF. {Е 
Z BEF 的 平分 线 交 BF 于 CG, 则 BG = СЕ. Ë 
Z GEF = | ВЕЕ = Z СЕБ, Z СЕЕ = СЕЕ. / 
А ЕЕС. EFC, H GF = CF. 从 而 BF =2ЕС,Е : 
Д BD = 2р. \ 

Ж TIAE i MNE Е 
理 是 沟通 三 角形 与 外 接 圆 联系 的 一 条 重要 通道 ， 
但 有 时 需 直 接 作 出 二 角形 的 外接 图 ,以 便 进 一 步 
利用 圆 药性 质 ,导致 问题 的 解决. 

例 4 圆 M 的 半径 为 r, АВ ENM 的 一 
条 定 直 径 , 尺 是 AW 上 的 一 个 定点 , 设 1 是 过 
4 点 的 圆 闻 的 切线 , 设 CD 是 任 一 过 下 点 的 
m Р.О ВС. Вр 与 1 的 交点 ,求证 : 
АР. AQ 为 定 值 . 

分 析 ”如 图 17-12, 点 DERM E, Æ 
题 中 的 一 个 关键 点 , Б ABD = а, АВС = 
В. АВ | РО, АР: AQ = АВ? лапа *лапӣ. 
问题 等 价 于 证 明 лапа *tan8 为 一 定 值 . 图 17-12 

连 4C、 4 人, 则 一 AD = a, Z ADC = B. 注意 到 АВ 1, Ж 


ZCAB= E — 8, Z DAB = Š -a. 根 据 正 玫 定理 和 相交 引 定 理 ,可 得 
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BK_ BK - AK СК рк 
АК АК AK AK 


sin( 7 ~ В) | віп(2 - а) E 
~ina © ang 8 = totacotg, 


命题 获 证 . 

pis 如 图 17-13 半圆 О 上 一 点 CC 
H EÍ AR SER EER D , OOA 
IEC. CD, DB 于 EE、F.6, 求 证 : AC = 
AG. 

iA {К Ж 0.0 五 在 同一 直线 
上 , 连 0'F, 依 题 设 0'F LED, A OF 
AB. 连 EF、AE, 则 


Z FEO = 2 FO'0 


= + ZE0B = Z ОЕА, 


可 知 E, FA 在 一 直线 上 .在 Rt 会 ABC 中 ,由 一 4CB = Z СРЕ = ФР, 
Н] я АСЕ = Z ABC = Z AEC ,进而 可 知 АС ÆA CEF 外 接 圆 的 切 
线 , 根 据 切 割 线 定 理 , 有 
АС? = АЕ - АЕ = AG. 

所 以 АС = АС. 

例 6 PU AD АС ОО МАНУ, НОН В EADAE 
上 . 设 马 六 的 半径 是 5, BC =6,AD 被 BC 等 分 ,又 设 从 4 出 发 的 骇 只 
有 AD 能 被 BC 等 分 ,这 样 可 以 知道 AB 步 弧 对 应 的 正弦 是 一 个 有 理 
数 ,如果 把 这 个 有 理 数 化 成 最 简 分 数 - ‚Ж тп. 

БЕ ”如 图 17-14, 设 AD 和 BC 相交 于 P, 连 0P. 因 АР = РР, іў 
OP Í| АРВ. Ж OA, OB., OC, E ОЕ | BC 于 E. 设 PE=x, 则 BP=3- 
х,РС=3+ х, XD РА = РР = y, A ОВ = 5, ВЕ = EC, 故 OE =4, 由 
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AP- PD = BP - PC , Ë 
= {3—-4)(3+)=9-хя, D р, СЕ У 
LA P Е, 04 为 直径 的 圆 与 8C А, | i | 


Ü 
于 是 COPE = ZA. BÀ cosA = (уу =X, оа ОРЕ N / 
-Æ E I 


图 17-14 


У _ z | (Фу 
5 /1б+х? 


ШЇ, OR t x = 2, Ж РС= 5, [51 2 COP 为 等 腰 三 角形 ， 
Z СРО = Z COP. A ZA + Z АОР = 9, Т Z СОР + Z АОР = Ф, 
根据 余弦 定理 可 得 
ОЕ. + ОС? ВС? 


сов, ВОС =~ ‚ ОВ. ӨС 


进而 有 эи АОВ = за ,В = 35 тл = 175. 
7 Ш 17-15, рр AB. 

Єр 交 于 图 内 一 点 上 ,在 直线 段 EB 的 内 

部 取 一 点 和 ,然后 过 点 Р, Е,М 作 圆 ,再 


过 已 作 此 加 的 切线 分 别 交 直线 BC .4C 于 
点 已 和 с, ЖЕ ШАЯН = +4, 试用 1 表示 


СЕ 
EF 
分 析 ”点 帮 是 问题 中 的 关键 点 , 直 
线 GEF 是 圆 DEM 的 切线 . 图 17-15 


连结 DA. DB. рМ, 2 СЕЕ = Z РЕб = Z EMD, HB. Z ЕСЕ = 
ZMAD ВТЕ А СЕЕ. A АМР ,进而 ,有 
СЕ - MD = АМ - EF. ' (D 
注意 间 对 称 结 攀 及 中 中 线段 有 关 三 角形 ,不 难 发 现 人 个 COE — 
A BDM ,这 是 因为 人 人 ECG = ZMBD, Z CGE = 2 СЕЕ — Z ECG = 
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Z EMD – Z MBD = Z BDM. T Œ 
СЕ MB = СЕ• МР. (2) 
由 中 ,外 得 
СЕ- MB = АМ · EF, 


Bl GE AM MB _ i 
EF MBT (IAB l-t 


例 8 iZ IE ZA ABC 的 内 心 , 过 工作 4 的 垂 线 ,分 别 交 边 АВ, 
АС 于 P.O0. 求 证 :分 别 与 AB 及 AC 相 切 于 P É Q ЮЕ 05 A ABC 
的 外 接 圆 O 80. 

证 明 WA 17-16, ЕК А200 + 
M, ROO 的 半径 为 只 , 连 OL IC ,MC, 易 知 

R? - LO? = ІА LM, 

Bp LO = K — ІА ІМ 
R? _ LACM - IL) 
= R -IA IM + IA П 
= R? ІА · IM + ЁР?. 


X МІС 1⁄4 ñ 546 


I 


= 2 BCM + >€ 
= МС. 


Ш MI = MC =2Rsin + -28 二, 代 人 加 得 


LO = R° 28. Р + LP 
= (R - LPP, 

于 是 IO = R- LP ,命题 获 证 . 

例 9 如 图 17-17, 在 是 西边 形 ABCD P, AB 与 CD 不 平行 ,加 
О, A. B BSH CD RJ P А 0, 过 C,D 且 与 边 4AB 相 切 于 Q， 
Ао, -560 О, 相交 于 E, F RE: EF 平分 线段 PO 的 充分 必要 条 件 
Æ BC // AD. 
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证 明 延长 B 与 CD 相交 于 半 . 延 长 
РО 分 别 交 图 О, 和 圆 0, T S si R, EF 
与 PQ XF K, it МА = а, MB = b, MC = 
с,МЮ = і, МР = p, МО = q, WE 17 – 18, 
flb>a,c> d,p = ab ,g = сі, X 

KP . KS = KE» KF = KO · KR. 


从 而 ,有 
KP = KO = PR = 05 
o PR- РО = 05 + PQ 
DP:PC= A0- QB 
e(p-d)(c- p)= (q -— a)(b – 


q) 
aple+ d)=agla +b) 
op (c+ d)2= g? (a + b) 图 17.18 
ab(e + d) = ed( a + b 2 
< abc" - acd + abd? — b ed = 0 
ас (к — ad) + bd( ad — be) =Ü 
«(ас – b4)( be — ad) = 0 
sac = bd 

b e 

Sad 
SBC Ар 

命题 获 证 
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1. 如 图 所 示 , РА. РВ UJG О ҒА, В, 
ACH 了 ,6 在 外 D 上 ,PC 交加 DO 于 另 一 点 
E, AE.PB 交 于 天 ,求证 PK = КВ. 

2. AB А812, С.р 是 同一 个 半圆 

FF 的 两 点 , 若 АС ЯП AD 的 延长 线 分 别 交 过 


НВ Е ТАЕ. F, Н BF = ЕР. ЖЕАР 
_ РВ (第 1 题 ) 
` pc ` 

3. 已 知 直 径 AR 的 延长 线 上 有 一 点 P, 过 点 P 任 作 一 出线 交 此 
РЖИ. N, МЕЛ X TAB 的 对 称 点 , 设 MN' 交 AB FAD, RHE: 
PA _ PB 
AD ` BD ' 

4. AABC 中 , AM 是 BC 边 上 的 中 线 , AT EZA 的 平分 线 , 过 А, 
TM ZAARA AC 于 点 DE ,求证 BD = СЕ. 

5. ГЪ H EA ABC 的 重心 ,以 АН Ж АЖЕ 52 ARC 的 外 接 
圆 交 于 万 一 点 К, КШ. ВЕК ЕН YA BC. 

6. WA ABG {РАШИ 2} ЖОЛ) ВС, СА, АВ 于 点 DD、E、F 过 点 EE 
作 BC 的 平行 线 , 交 AD FB С.З DF TF pa Н, EG = GH. 

7. 斌 证明 阅 内 接 四 过 形 对 角 线 的 交点 
在 一 组 对 边 上 的 两 个 射影 点 关于 男 两 边 中 点 
的 连 线 对 称 ， 

8. 如 图 所 示 , MÉ ABCD 外 切 于 1， 


设 


M = АР + sinAsinD + BCsinBsin C, 4 B 
N = AB + smAsmë + ChDsinCsinD. 
求证 : MM = N. (第 8 题 ) 


208 


9. 如 图 所 示 , 在 直角 扇形 ОАВ 中 作 p 


МИНОС, LEEB OA. AB. O C 间 的 
链 隙 中 作 认 切 圆 人 0 ,OP ОС ҒР. 

10. Ж ЛЖ ABCD 最 平行 四 边 形 ， 
ОР 521 ВС.АВ 的 延长 线 及 对 角 线 AC |, 
ЖЛ ,ҢО©Р 与 直线 48 JT: K, OQ Ув 4 
线 AD 切 于 工 . 若 直 线 AB. ОС Р M 
点 ,直线 4D .PC 相交 于 六 点 (如 图 ), 求 证 (эй) 
KM = NL. 

11. EA AHERE MN, HRA 
任意 直径 АВ, САМ 与 BN 的 交点 ， 
М САВ 的 垂 线 1, 证 明 : 所 有 这 样 的 1 
过 一 定点 

12. B.C ЖО 上 两 定点 ,4 ВС 


的 中 点 ,在 B4C 上 任 取 一 点 了 ,求证 : АР? 
+ BP: CP АЧ. {第 人 0 题 } 
13. 00, O0,, FEDIA А, ғ, 
R>/2r, B 0,0,=V Rtr -ry AR + 2 ,A 
EQ 0, 上 一 点 ,直线 AB AC RAO, F В,С,ЖО О, T D.E, 
求证 : BD: CE =r. | 
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®Т/М# HAA RHA RHA 


1. 在 同一 圆周 上 前 若干 点 称 为 共 圆 点 ,或 称 这 些 点 共 圆 . 共 圆 
点 问题 一 般 都 转化 为 四 点 共 圆 ,以 点 共 圆 (尤其 是 加 点 共 圆 ) 为 基础 
可 以 解决 不 少 较为 复杂 的 几何 问题 . 

判定 四 点 共 圆 的 常用 定理 是 : 

(i) 四 边 形 的 两 个 对 角 互 补 , 则 四 项 点 共 图 ; 

(ї) 两 三 角形 有 公共 边 ， 且 在 公共 边 同 侧 有 相 洁 的 吏 角 ， 则 四 

顶点 共 圆 ; 

С) 车 四 边 形 的 一 个 外 角 等 于 它 的 内 对 角 , 则 四 项 所 共 圆 ; 

(iv) 若 二 线段 АВ 和 CD 5ТЕ, Н АЕ ЕВ = CEED, W А, 
B.C.D 四 点 共 回 ; 

ЗЕҢ P 点 的 二 线段 PB、PD 上 知 有 一 点 4.C 且 PA: PB = 
PC: PD, 则 4,8.C.D WAHM; 

(у) 若 四 点 A.B.C. D 与 某 一 定点 等 距 , 则 4、8、C、D IS A dt 
li|; 

(vi) 托 勒 蜜 定理 的 逆 定 理 ( 见 第 二 十 讲 ) 

证 明 儿 点 共 圆 往往 是 以 四 点 共 圆 为 基础 实现 的 . 

2. 在 同一 直线 上 的 若 十 点 称 为 共 线 点 ,或 称 这 些 点 共 线 . 共 线 
点 问题 一 般 转 化 为 三 点 共 线 ， 

判定 三 点 共 线 的 常用 定理 和 方法 是 : 

(1) ЖИЕН ЕХ; 

(i) 利用 对 顶 人 第 定理 的 道 定理 ; 

СШ) 利用 特殊 点 RAEM, 

ОМ) 梅 涅 劳 斯 定 嫂 ( 见 第 二 十 讲 ) 
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3. 通过 同一 点 的 若干 直线 称 为 共 点 线 , 或 称 这 些 直 线 共 点 . 共 
点 问题 一 般 表 现 为 判定 三 线 共 点 ， 

判定 三 线 共 点 的 常用 定理 和 方法 是 : 

(i) 证 明 三 直线 者 过 某 一 特殊 点 ; 

( 证 明 某 一 直线 过 另 两 直线 的 交点 ; 

(їй) 转化 为 三 点 共 线 的 证 明 ; 

(ү) АЗЕ АС SS РУ). 

4. 121.8] — RKA РАК ЭУ [А], ak КО ЖЕ А 5 , #t =< il 
问题 一 般 转化 为 四 点 葵 图 . 


例题 精 H 


І 已 知 全 ABC ARTES, A S 为 圆心 ,直线 上 垂直 于 直线 
AS НУН ABAC 分 别 交 于 点 思 ,E, 求 证 :B.C、.D、E ДЖ. 
WERA (1) 如 图 18- 1, 直线 1 15 2A ABC ЮУН НУ 
ИБН М.М, ETF AS_L МУ, АЙ = 入, 进而 有 


ZADE = T (B + АЙ) = 4O + АЙ) = Zc, 


МЯ B.C.D.E WAHR, 
(ЇЇ) 如 图 18-2, 925 1 JA ABC 的 两 边 变 于 反 向 延长 线 上 , 延 


А 


图 18-1 图 18-2 
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长 45 XAS FF, E BF ,于 是 
«АЕР = ЖР — / КАҢ. = Ф ~ Z FAC = 9% - 2 ЕВС 
= Z ABC, 
所 以 B,C.D、E AHM. 
(М) 如 图 18 -3, 直 线 1 EB AB SË T 
D 而 与 4C EKARTE, XA S 于 两 点 
М.М. 


1 图 18-3 


ILI B.C、D.E NAHH. 

类 似 地 可 以 证 骨 , 当 直线 1 分别 与 这 要 .4AC 的 延长 线 相交 时 命 
题 成 立 . 

例 2 在 锐角 全 4BC 中 ,以 ВС УВЕ ЕБ BEALS AD Ж 
ЖИЕК Ар М.М, AB ВЕЕ УАВ HEARS СЕ 及 其 延长 
EEP O REM N. P 0 NARR. 

证 一 ШЕ 8-4,1% АР, CE % F 
H kS AEC = Z ADC = WP'. A. F. D. 
С la Ж. НКЕ, A 

HA- HD = HC- HE. OD 
AREALE, REKA 


HP- НО = НА · HD D 
НМ HN = НС- НЕ. 9) 
由 中, 加. 名 可 得 


НР · HQ = НИ · HN. 
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可 M.N.P.Q MARE. 

证 二 连 BM.CM АЙЫ ВМС = ӘР, X. Ар | BC, 所 以 ВМ? 
= BD: ВС, 15 

ВМ = BN =x BD · ВС. 
同 理 ВР = ВО = x ВЕ + ВА. 
ХАЕС = / АРС= ЭР, N A. E.D. С ДЕШ, ЈЕ 
BD · ВС = BE · ВА, 

所 以 ВМ = BN = ВР = ВО, M,N P.Q EVB 为 圆心 , BN 为 半径 
的 珊 上 . 

з 如 图 18-5, 已 知 和 485 是 锐角 
二 角形 ,一 BC = GP. H. 0. 1 З А АВС 
的 垂 心 .外 心 和 内 心 , BH = ОГ, Ё АВС 和 
ZACGB. 

解 H.J BAC = БРЕГ 

Z COB = 2/ CAB = 120, 


Z СІВ = XF + > САВ = 120, 
Z CHB = 180 - Z САВ = 120. 图 18_5 
X O.I, H 在 全 ABC 内 部 , 故 C.O.1.H.B 
8]. BH = ОР, НСр = Z OCI. ЕЎ) НСВ = ФР — Z АВС = 
Z OCA ,所 以 


ХАСО = Z OCI = T ZAGI - АСВ, 


即 9P - Z ABC = + (20 _ АВС). 


FELZ ABC = 80P ,进而 有 一 4CB = 40. 
例 4 设 РОА О 0—24, M РО 的 中 点 ,过 МОЕ АВ, 
CD jE AD, ВС 156 РО РЕ. Р.Е: МЕ = MF. 
证 明 如 图 18-6, 作 芒 АВ ATILA M 的 直径 的 对 称 弦 A B. 
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出 圆 的 对 称 性 知 О,А,,В, rM Р.А. 
В 关于 GH ВАА, РА АМ = A.M, 
АМЕ = АМЕ, ВО = BP. 连接 A.C. 
AF, A 


ZMFB= + (P + 00) 
= 30 + 00) 
= 3 BC = ZMA)(C. 图 18-6 


X M.A.C.F дай, КАМ = Z МОВ = Z МА Е, РТИ A AME:S 
AA MF, A МЕ = MF. 

i£ АТЕВ Уат PMEU AAR Е ЯЕ. 

15 BC i] С, Fi [| Ca 的 公共 
АС, 的 圆心 А ТЕП С, 上, 设 DD 为 
[[ С, E— s, p ТЕ С, 的 两 条 切 
% ЕЕ. Е, С Ар. ВС 交点 , 求 
Ш:Е.Е,С =н. 

证 明 1618-7, АСА C, 于 
F' PE АЕ AE, РЕ, Ю,В,А, СЖ 
ЯЖВ.Е. Е.С u] #1 图 18-7 

АС" GD = BG- СС = FG: СЕ! , 
i A E,D F WAHE. х AE ЕР, Ңң AF LDF, РЕ 2 bi) C, 
的 切线 ,因此 下、 站 重合 ,5 ,5 ЗЕ арни. 

例 已 知 P 是 全 ABC 的 外 接 圆 的 48C 上 蜡 于 4、8.C 的 动 点 ， 
ХУАР MBP 上 的 点 ,48 = АС, BY = BC. 求 证 ;直线 XY iÑ 
过 一 个 定点 . 

ШЕН ”如 图 18-8, 分 别 以 A.B AEG, AC, BC 长 为 半径 作 贺 
交 于 如 .DD., 显 然 了 .了 分 别 在 这 两 个 加 上 ,店面 证 明 直 线 XY 恒 过 点 
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D,E X.Y. D 三 点 其 线 ， 

[К ХАС = 2 ХРС,/ ҮВС =2 ҮРС, 
HZ PBC = Z РАС, РВС = Z ҮВС, Z РАС 
=Z ХАС, / XDQ = ZYDC , Y. Y. D = 
共 线 ,命题 获 证 . 

例 7 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 , АС. BD 
ZT O,AB 和 CD 的 中 点 分 别 用 UV ËR, 
求证 ;过 点 O.U fl V p u| t Я J AD. BD E gg 
MAC 的 三 条 直线 相交 于 一 点 . 

证 明 如 图 18-9, 设 UP| ВР T E, VP) 
АСТЕ, 0、E、P.F 四 点 共 圆 , 连 EF OP, 


于 是 cos ACD = ЄР „соз АВР = ЁВ ,CD = 


BU 

CF ЕВ CO 

—— — — м ыл s — 

Z АВР, Cp po АОВ DOC A су 
BO 


y €F ЕВ | 
= жд, PA Су = pp 可 知 BF 办 BC, 于 是 
Z EFO = Z ВСА = Z ADO. 


BA 


Z EOP = > _ Z EPO = > - Z ЕЕО, 


ie Z EOP + Z ADO = iE 


ИП ОР LAD, ME. 

例 8 在 凸 四 边 形 ABCD 的 边 要 上 取 异 于 4 ЯВ E RE 
АС 和 DE FR Е.К: 2 ABC ,全 CDF 2 BDE 的 外 接 圆 三 圆 共 

证 明 ”分 两 种 情形 考虑 : 

( Т) ААВС УА CDF 的 外 接 圆 相交 , 除 C 外 还 有 另 一 交点 К. 
АЯТЕ B,D. E КЕННЕ. ФК УВЕ р 重合 , 则 结论 成 立 ， 
否则 , 因 点 С,Е,К 是 同一 贺 上 不 同 三 点 , 4、FR、C ЗЕ „ЖК БАЖ 
重合 ,于 是 天 异 于 4 .B.D, 连 结 BK.CK DK, 于 是 
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ABC 
= Z FCK = Z FDK = Z EDK. 
hk B.E K D лд (ЧП 18- 10). | 


图 18-10 图 18-11 

(i) A ABC 和 公 CDF 的 两 个 外 接 贺 内 切 于 C, 如 图 18-11. 只 须 
WEH B.C.D.E MAHA. i BC 与 人 CDF УКЕ АЗЕР MP C # 
M ABC, CDE HAIR CN, A Z ABG = Z ЕМС = Z NGB , A mH E 
СРЕМ 内 接 于 圆 , 故 

Z FMC + Z FDC = 180, 
进而 ,有 
ДАВС + Z FDC = 180?， 
К B.C D. E 四 点 共同 (图 18-11). 

例 9 如 图 18 -12 所 示 , 已 知 四 边 形 
ABCD 相似 于 四 边 形 АВ, Ci Di. Е: ВВ\, 
ЄС, DD, 三 线 共 点 的 充 要 条 忻 是 西边 形 
ABCD ЧЕТИ. 

ПЕЕВ 先 证 充分 性 , 设 ВВ, 交 DD, 于 点 


,连结 EC. EC BD АЕ, B D (В 18 – 13), 因 
= AB _ Ар 18-12 
Z BAB, = DAD., Алар = др. A BAB: w 图 


ZA РАР. PTL Z АВВ, = Z ADD, À ВЕР pd K t ñ]. H A.B.C.D 
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ЖЕ, А,В, FE. C. D Ж, АВО = ZAED. У. В Z ABD = 
ZAB Di, ВЕ 2 АЕР = Z B EC MW A.E. B, D, р ДЕ, A. 
E.B CD 五 点 共 贺 ,一 了 DC= Z B EC. X Z ВРС = Z ВЕС, 所 
Pl СЕВ = Z C EB. TE, Е.С. С, 三 点 共 线 , 故 ВВ. СС, DD, = 
线 共 点 . 

再 证 必要 性 .连接 AE, BD, AC, B ID. АС, (ПЕ 18-14). 如 前 所 
Ж,А. B. E. D АЗИ, 5 2 АЕР = Z АВО. УХ. Z ABID, = 
Z АВО, ВА / АЕР = ZAB,D I, A. E. В.Р, 四 点 共 圆 , 易 知 入 4DD 
УЛ АСС, ГАР Е = LACE, TE A.D I. C... E Ща. IN Id 
边 形 ABCD 与 四 边 形 A В,С, D, 相似 , 故 也 为 图 内 接 四 边 形 . 


图 18-13 


练 习 十 八 


1. 在 全 ABC 中 ,AB ЖАС 各 自 的 中 垂 线 分 别 交 AC 和 4B 或 其 延 
长 线 于 点 D.E, KUuF: B. D.C E NAHE. 

2. Г EA ABC 的 内 心 ,而 会 BIC 的 直接 加 圆心 为 P, 求 证 : (1) 
A.I. Pp 三 点 共 线 ;(2) A.B. P CEREA. 

3. 在 全 АВС Н, Z ВАС = 6, R. 70 分 别 为 其 重心. 内心 和 外 
心 .求证 :(1) 百 .C 了 五.O 五 点 共 图 ;(2) А0 = AH;(3) 直线 OH 和 
AB AC 相交 成 正三 角形 ， 

4. 设 Р.М 分 别 在 正方 形 ABCD 的 边 DC ,BC 上 ,PH 与 以 4 为 
圆心 , AB 为 半径 的 圆 相 切 ,线段 PA УМА 分 别 交 对 角 线 BD 于 О, 
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六 ,证 明 五 边 形 PONMC WTE. 

5. 设 /为 三 角形 ABC ЮР, Н А.В .C 分 别 是 三 角形 ВС. 
ICA. AB 的 外 心 ,求证 :三 角形 ABC 与 三 角形 4'B8'C' 有 相同 的 外 心 ， 

6. ПЕН. 如 果 凸 五 边 形 ABCDE Ж Z ABC = ZADE, Z АЕС = 
Z ADB ЯВА ВАС = Z DAE. 

7. BA H E: 2 АВС ЕЈ, M Æ BC 的 中 点 ,D 是 HM 延长 线 
+745 АВС 的 外 接 圆 的 交点 ,求证 :(1) HM = MD;(2) AD 2 АВС $F. 
А07 А. 

8. ЕЖ, H E: A ABC 的 重心 , МАМ ВС ЯШАН 的 中 点 ， 
直线 MN ZAH 为 直径 的 圆 于 了 、S RE: AT, AS 平分 一 BC 及 其 
ФАК. 

9. ЕА АВС Ч, АВ АС, І ҮЛ, Г Е — 1 -530 AB 切 
于 号, 与 直线 АС ЖТ D 和 ,求证 IC FADE. 

10. ЖИЕ: ХАРЧ JÉ ЖЛ B) tP s8 Ip] РЕН Br E BJ FU 26 ЗЕ 26 
次 于 一 点 . 

11. 春 过 一 战 的 三 个 圆 的 三 个 不 同 的 变 点 共 线 , 则 三 个 圆 的 圆 
心 和 它们 的 会 共 点 共 圆 ， 

12. AB 是 半圆 O 的 直径 ,过 АВ Уі АС 和 8D, 并 过 C.D 引 图 
O 的 切线 交 于 点 P.P P fE PE LAB ТЕ, AC、BD、PE ZHUR. 
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第 十 九 讲 Аа Ж 


1. SABC Pi: h, a WEHA, Rrap АВС shti E. 
РИ 47. р = (a +р+с), 
5 давс = > ah, = absinC = тр = / p(p — a)(p ~ b)(p — е) 


abc 


= 2R2sinAsinBsinC = АР: 


fan mh t Ж ЖЕ, ЕЖЕ ЕНИП Ж ЖАЛАДЫ. 

2. (1) 相似 二 角形 面积 的 比 等 于 相似 比 的 平方 ; 

(2) 等 底 { 或 等 高 ) 的 三 角形 ,平行 四 边 形 的 面积 比 等 于 其 所 观 
应 的 高 (或 底 ) 之 比 . 

3 四 边 形 ABCD їй 5 fg 8 АС, BD 9338 5 а, W 


бср = tac ` Вр -sina. 


4. 共 过 定理 ”如 图 19- 上 ,车 直线 AB 与 PQ 2 M , W 
Здрав _ РМ 
Saou QM 
s. 共 角 定理 АВС 与 4'8'C' 相 等 或 互补 , 则 
Saa _ _AB + ВС 
Sa A - А'В' ` Be ` 
推论 ЖИЛЕ ABCD 与 PC'D 的 对 负 线 的 夹 角 相 等 或 互 
Ф, W| 
лавр _ _AC BD 
$лунсє АС ° BD 
6. ШИНА. ЭЛИНЕ НЕРВ. 
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图 19-1 
па ж H 


例 1 如 图 19-2, 四 边 形 ABCD Ч, К.М ЖАВ. СӘ ВН, L. 
N ВС. DA Е, ПУ. KLMN EJE 
JÉ ,证 明 : 51р = Z Skim. 

证 明 Hy BC AD PAK М ‚ЩЩ KE 
TAC, MN 全 广 4C, 故 四 边 形 KU MN' 


是 平行 四 边 形 . 车 工 与 上 ,NW' 与 N 分 别 重 
合 , 则 


图 19-2 


l. 
му = крму = > “авер. 
# Б.Т SINTRA., IH T KM 的 中 点 同时 也 是 NE, WL 的 中 
ЖЕК ШӘЛ LENN 为 平行 四 边 形 , BC // AD // KM. AD ‚ВС 间距 
B h W 
Sa = EKM- h = 1. BEHAD, Sg 


2 2 
Ar ERARHE. 
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例 2 ААВС 的 顶点 4 的 内 和 角 平 分 线 
5 BC 于 上 ,又 交 二 角形 的 直接 贺 于 ,过 工分 
ЖЕ АВ АС HER KL ІМ, EEE K ЯП 
时 ,求证 :四边形 АКММ 的 面积 等 于 和信 ABC 的 
面积 . 

证 一 ЖИ 19-3, 显然 KM LAN, ETA 


S кум = AN- KM. Е] 
AN = 2 Кып ABN 图 19-3 


= 2Rsin( — АВС + >“ ВАС), 
KM = ALsin ВАС 


= ИШЕТ, "an С + sinZ ВАС 


= 一 ‚ви С + sin ВАС, 
sin( ABC + 7 Z ВАС) 
PHP) Syy = R- AC : sin C + sinZ ВАС 


= Тас . АВ - sin ВАС = Saage. 


证 二 +ЕЛАВС Н АН, Е КН, НМ. BN. 
BN CN{ 图 19-4), А. K. H.L. МаН, 9 
Z KHB = / ВА = / NAC = ZHEN, / МНС = 
Z MAN = Z NAB = Z NCH, E КН // ВМ, HM/ 
RD, 从 而 有 Sar = Saw, Зани = дни: РТЫ 
SAABE = БАКММ - | А: 

例 3 设 4 是 半径 为 R 的 圆 0 中 一 点 .过 有 4 图 19-4 
作 两 条 互相 入 直 的 直线 ,将 它们 绕 4 旋转 同样 的 角度 z ,在 旋转 过 程 
中 两 条 间 线 扫 过 的 圆 内 的 区 域 形 成 一 个 以 4 为 中 心 的 "十字架 ”, 试 
求 其 面积 ， 
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Ж 如 图 19 - 5, 设 过 4 两 直线 为 
P Qi RS ,旋转 后 为 Р, 02. RiS2, Sap р, 
示 АР, 到 АР, 未 {过 的 面积, 类 似 地 有 
Sag., ғ SAR, R ғ SAS, 5, ; 则 


54P P, + S40,0, 


= S gon P, + боо 0, + Аер 
+ SAQA 一 дора 一 SANAP, 


= aR? + (Sappa – лора) | 图 19-5 
十 (Saog,A _ Sapra). D 
同 理 ,有 
SAR R, + ŠAS S, 
= оК? + (Saos a- Saor a) t+ (Sam a~ Saosa). D 


设 0 到 p 0 .S R 距离 分 别 为 di а, MA PQ SR , 故 
Sagopa- Saoga = — 4102, Sags AT SANRA = d) d, , H 
(Saop 4 — Saoga) + (SagsA ~ Sanga) = 0. D 
同 理 ( $л оол — Saop4) + (Saoka — Saos) = 0. @ 
FERD. S.O, DEBE 
Sap p, + Sago, + San R, + Sas 5, = 2a R°. 
即 为 所 求 . 

例 4 如 图 19-6, 用 斜 线 标 出 四 个 三 
角形 面积 相等 ,证 明 : 没 有 用 斜 线 标 出 的 
二 个 四 边 形 曾 积 也 相等 ,如 果 一 个 三 角形 
的 面积 等 于 1, 那 么 一 个 四边 形 的 面积 是 
#27 

解 YE АО. КЕ. ВЕ.РЕ. СР. DOQ, 
A 5 A ARF = S дров» BX. Da арр = Saor» ПЯ Ё 19-6 
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А0 // ЕР. (=) BR // DO , PC Z RE. FE 


АК Ло ВО 
ТАР TPF + AQ ` ВР + BQ 
_ bP РО BR+ DQ 
2BP + POT ¿BR + DQ 
_ BC+CD 2CD+ Вр D 


—— —— = — 


2BC+ CD 3CD +2BD 
вр -Sel РО 15-1 ЕР 5+1 
атр ‚ЖЕ PIRU Z POS 2 ， 
故 EP = ВР. 


a HRTAN 
Sancy ВС ВО 
Sagro BD ВР 
_У5+1 5+1 _ 2.5. 
#5-1 2 
故 当 阴影 部 分 的 下 个 三 角形 面积 相等 时 ， 
四 个 没有 用 斜 线 标 出 的 四 边 形 面 积 相 等 ， 
Н?Ң Sag = 1 时, Sppco =/5 + 1, 即 为 所 
Ф. 

例 5 Х,У. 分 别 在 全 ABC 的 边 
BC.CA.AB EHANYWZ= AABC,fE Х.Ү, 
Z 处 的 和 角 分 别 等 于 在 А,В,С 处 的 角 , 求 
X.Y.Z ÉRE, r ХҮ 的 面积 最 小 . 

Ж ШЕ 19 - 7, 设 /ZNY = 
Z В2Х= B, ХҮС = y, W ZA = o. ZAN 的 外 接 贺 半径 为 r， 
A AZY 的 外 接 圆 半径 为 , 则 

YZ = 2risind = 2rsin YXZ, 


В 19-7 
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A r= т, ААЛУ УА ХҮ 的 外 接 圆 半径 相等 . А Е, ABX, 
A СҮР 与 人 XYZ 的 外 接 辐 半径 相等 , 设 公 ABC 的 外 接 圆 兴 径 为 1， 
A XYZ 与 全 ABC 的 相似 比 为 e, 连 AX, 5 + y=2a, Ë= a + x, 
y =a -x WIEZE, ВХ = 2rsin8, ХС = 2rsiny, ВС = 2sina i 
2sina = 2risin(a + x) + sin(a — x)], 
ЫП 2в1п@ = 2e'sin(a + x) + sin(a — x)|] 
<2ecosr = |] 

"j e= 元 < 一 取 最 小 值 时 ,SAmz 取 最 小 值 , 故 当 z=0 即 <=8=yY 时 
Saryz 取 最 小 值 , 此 时 X,Y,Z 分 别 为 入 4BC 种 边 中 点 ， 

йе 已 知 正方 形 和 三 角形 都 外 切 于 
半径 为 1 的 车 ,证 朋 : 正 方形 和 和 三 角形 的 公 
共 部 分 的 面积 必 大 于 3.4, 并 阿 能 理 肯 定 这 
样 的 面积 大 于 3.5? 

证 明 如 图 19 -8, 先 考虑 RAAL 的 
ШЗ. АЛ, = ф,Л,= т, 

m + msing + тсозф = 2, 

2 


可 得 m = aing t cos +1` 易 知 Sowkmw = т, 图 19-8 
战 
S AA = |= — Ë _ 
sinp + cosg + 1 
2 


= 1 - 一 一 一 一 一 


J2sinf ф + 2) + 1 


= 1 - z =3- 242, 
БА 


当 р= 才 时 取 等 号 . 
由 于 正方 形 和 半角 形 的 公共 部 分 面积 S 不 小 于 外 切 正方 形 的 


面积 碱 去 三 块 上 述 的 如 全 4LJ 的 面积 ,因此 ,有 
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$>4-3(3-2{2) = 642 — 5 > 3.4. 
“公共 部 分 "面积 S 米 必 大 于 3.5. 事 
实 上 上 ,可 以 证 明 存 在 锐角 р 使 得 Saa > 


ч 


> —2(3-2\2).8 
_____2____,. 1 
- np k серу!” 2  2(3 - 242) 


Js; х} 84/2 -9 
Svin +. ? 13-82 


sinl + 2) > 64+ Uye 11у? 
82 


故 锐角 р 存在 . 如 图 19 - 9, 并 使 外 切 三 角形 的 两 条 进 分 别 与 正方 形 
的 边 成 4 角 , 而 引 第 三 边 时 ,使 戴 得 的 三 角形 的 面积 5, 满足 


2 
2 


则 S= 4-2(3- 242) - 5, 


- 203-242) < S; < 3 - 242, 


< 4 - 2(3 - 2/2) - + + 03-2403) = 3.5. 


例 7 如 图 19- 10 Ж, A ABC 与 
ZA А'В' С'ҖҢ{Щ H. TË ЈЕ], СА = 
ZA, ZB = ВТ А.В. C З) ВС, 
СА. АВ 的 距离 分 别 为 im、n, 求 证 : 

二 Bf 

证 明 wE- ia ВАС 
行 线 , 过 C' 作 4B 平行 线 ,两 线 相交 于 м к 
D' CD + BC ZF E MU Z ВАС = СРВ, XZ ВАС = ВАС, 
СРВ = ВАС. РА. С.В. DAAH , ТЕ АРС 
= КА ВС = / АВС = < DEC, E AD ВС. FE 

{+ ВС + m - СА + п" АВ 
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= 2+ лар +2" Same + 2* SAARC 
= 2+ Sappe +2 * Saye + 2 * Saan 
= 2: Saase. 

例 8 证 明 : 同 时 等 分 二 角形 的 面 
积 与 周 长 的 所 有 直线 相交 于 一 点 . 

ШЕЯ ”如 图 19-12, H 26 І 5 
AABC + P. Q, РО 等 分 全 /ABC HARK 
2p .面积 S, Pt A ABC 内 切 闻 圆心 为 1, 半 


В 
径 为 了 , 则 

Sapa + ŠARA 

l . 1. 
= >r AP + yr: AQ 
= ҢАР + Аф) = ғ: c 
= 27 + = 7 P O 

1 . 
= 2 ЭлАВС- 图 19-172 


X Saar = су Saa, WEB TEPO 上 , 即 自 线 1 过 人 4BC 的 内 切 圆 加 
心 .注意 到 直线 ?的 任意 性 ,命题 成 立 . 

例 9 E itu f 2. ApC 的 外 接 圆 半径 为 Р 
R,D. Е. F YEH ВС, СА, АВ E, RIE: 
AD BE ,CF E ZAA ABG BJ 2 ты Пу) ЖЕ ЗЕ EE: 
Sauce = у R( EF + FD + РЕ). \ 

HERR PF ZA ABC 的 外 心 为 0, 连 接 OA. в 
OB OCOD ОЕ ОҒ. 

ӘЛЕ рул АВС th f ЈЕ, АК 
О #Z> ABC 内 ,于 是 

Saag = SpgiF + Sorap + SODCE。 
如 图 19-13 ,过 А ЕСО 切线 РО, ОА 1 РО, Z РАВ = Z АСВ, X 
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А 


BCEF 四 点 共 圆 ,所 以 ACB = Z AFE, Z РАВ = Z AFE. В] # 
РО // EF. 所 以 ОА 1 Ek. 进而 ,可 知 | 


орар = 704 ` EF, 


|н) EE Soran = 1 ОВ . FD , Sopce = 50c ы DE, 


从 而 ,有 Sacz > (0А . EF + ОВ, FD + OC РЕ) 


_ (ЕЕ + FD + DE). 
以 下 证 充分 性 , 先 证 ОА | ЕЕ. #7 ОА PEH КЕ. ШШ) 


Бока < Loa И ЕР, 


2 
х Soran s Log . FD, 
SOME = 5 ОС - DE, 
; Rin 
出 Удаве < (ЕЕ + FD + ЮЕ), 


这 与 Saa = E (EF + FD + ЮЕ) ВЯ, bk ОА | Ег. MM OBL 


ЕР ,ОС_| DE. Ñ} А 作 必 0 的 切线 PO, 则 ОА 1 РО, РО// EF. 于 
АБЕ = Z PAF = ACB, 可 知 B.C. E.F 四 点 共 圆 . RNE A.B. 
D.E WSA, C.A. FD 四 点 共 圆 ,所 以 ADB = Z AEB, Z ADC 
= “АЕС, WJ 

Z AEB + Z АЕС = 180, 
X. Z AEB = Z AFC , BE Z AEB = Z АЕС = ӘР, Z АРС = Z АЕС = Ф, 
РП Ар | ВС, ВЕ | CA. CF AB. 
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一 ,填空 题 
і. 已 知 正 方形 ABCD 的 顶点 4 位 于 边 长 为 1 的 正方 形 АВС 


的 中 心 ,而 女 把 B'C' 分 为 两 部 分 , 且 453> 痉 , 这 两 个 正方 形 共同 


部 分 的 面积 是 . 

2. 如 图 所 示 ,在 平行 四 边 形 ABCD 
H, Е.Е. С.Н ВС. CD DA. AB 
上 的 点 AE. BF. СЄ, DH ЕАЭБ 


ЗАН ВЕ ЄК be _ I 
POMN бав = рс = ср = AD = 3 H. 
S A днр =1, 则 S JEROMA = 


3. — ABCD 的 面积 为 1, Е.Е 


АВ, ВС 的 中 点 ,AF 与 CE DE 分 别 相 交 于 GG、 Ef 
Н.Ш ЕСН 的 面积 等 于 ， 
4. 如 图 所 示 , E.F. G H 分 别 为 四 边 形 
ABCD 的 АВ 和 CD 的 三 等 分 点 , 则 9 = бу 
ABCD C С 
二 ,解答 是 (第 4 题 ) 


5. WER, S 和 S, 是 RA ABC 的 两 个 内 接 正 方形 . 若 5, 的 
面积 为 441, S. 的 面积 为 440, 求 AC + СВ КИҢ. 


{ 第 5 题 ) 
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6. 罕 形 的 两 条 平行 边 的 长 度 等 于 lem ,站 外 , 蕊 知 这 个 矩形 由 两 
条 相互 王 直 的 直线 分 成 4 个 和 矩形 ,其 中 3 个 的 面积 不 小 于 lem ,而 第 
4 个 不 小 于 2cm ,和 问 : 惩 形 的 另外 两 条 按 至 少儿 长 时 才能 做 到 这 一 
= 
7. 在 锐角 和 全 4BC th. ХА LB. ZC R 353835] ЖЕ, р H 
集合 枸 成 的 区 域 ， 
G = {P| PB < PA, PB < РС,Р € ААВС}, 


# G 的 面积 记 作 ,日 S $ Saane НЕ АВС 的 形状 . 

8. 图 外 切 四 边 形 ABCD 的 四 边 长 分 别 为 a、5、e、d, Sigep = 
v арса ,求证 :4、8.C,D WAH M. 

9. 在 锐角 二 角形 中 ,由 各 边 的 中 点 向 其 他 两 边 引 垂 线 ,证 明 : 由 
这 些 垂 线 所 围 成 的 六 边 形 的 面积 等 于 原 三 角形 面积 的 一 半 ， 

10. Æ R: ABC Т, CD АН) АВ 上 的 高 ,以 AC, BD 为 直径 作 
[й 5Е АВС 内 一 点 呈 , 求 证 ; Sa pps SA pa. 

11， 正 方形 PORS 的 边 长 为 1, MN // 
РО, EF // PS, Н MN 5 ЕЕ Р С, ПЦ 
边 形 ABCD 的 顶点 4 .B 在 矩形 MCFS H., М 
顶点 ,万 在 矩形 EONG 内 ,其 对 角 鳞 交 
点 是 COUER) R Si 的 最 大 值 . 

12. 在 一 个 边 攻 为 1 的 正方 形 的 所 有 
内 接 正 三 角形 中 找 出 一 个 面积 最 大 的 和 5 
一 个 面积 最 小 的 ,并 求 两 个 面积 ， (第 11 题 ) 

13. BAI A. С 157 PORS 的 边 PS、OR 上 的 点 , АО 55 CP Ж 
T В,АК 与 CS 交 于 DD, Sor = 1,0 Sec 的 最 大 值 . 
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第 二 十 讲 ” 几 个 重要 的 几何 定理 
知识 点 和 方法 述 = 


1. (ТЕЗЕ И ХУ. 分别 是 和 4BC 的 ВС, СА, AB 
这 或 其 延长 BC , C4 ,48B 边 或 其 延长 线 上 
的 点 ,其 中 有 奇数 个 点 在 边 的 引 长 线 上 ， 
M) X.y.Z 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 

证 明 ”如 图 20- 1, 不 妨 设 X.Y.Z 
中 的 一 点 了 在 边 AC ЕКЕ Б.Ж X. 
YZ 三 点 共 线 ,过 C 51 CD Z YZ XAB + 
Р, 图 20-1 


BX _ BZ CY _ DZ 
ХС ZZD YA ` ZA? 


MBE СҮ Ат BZ DZ АЙ _ 
MYC YA ZR ZD ZA `В 


反之 EOR IEA ZX БАС 的 延长 线 交 于 六, 即 XYZ 

二 点 共 线 , 则 由 上 面 的 证 明 有 
BX СҮ .42 _ 
XC ` YA ` ZB = 


与 中 比较 ,可 得 人 = т. Y 5 YES, X.Y 、2 三 点 共 线 ， 
(2) “X.Y.Z 三 点 中 有 奇数 个 点 在 边 的 延长 线 上 "这 一 条 件 十 
分 必要 ,否则 梅 涅 劳 斯 定理 不 成 六 . 
(3) 梅 涅 劳 斯 定理 是 证 明 三 点 共 线 的 有 力 工具 
2. (1) 塞 瓦 定理 i$ X,Y,Z 分 别 是 全 ABC 的 ВС. СА, AB 边 或 
其 延长 线 上 的 点 ,其 中 有 偶数 个 点 在 边 的 延长 线 上 , 则 АХ. ВУ. CZ 
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1 


三 线 共 点 或 互相 平行 的 充 要 条 件 是 ү 
BX СҮ АЎ _ Z 
ХС YA ZB ` 


证 明 Ж AX BY/ CZ(E 20- 2), 24 - 


ВА СҮ ZB i 

47 YAT ВА :所 以 Y C 
BX CY АЁ _, 
ХС ҮА ZB ` ` 图 20-2 


Æ AX ВУ. CZ 共 点 于 0( 图 20-3), СОХ 
是 截 信 ABX 的 直线 , BOY Ж АВА Н 
线 , 根 据 梅 滥 劳 斯 定理 ,有 y 
ВС ХО AZ _ 
CX ` QA `В Ф 


АВ CY А0 _ 

вст oxe © С 
D, OH, Bj 20-3 

BX CY AZ 


АС ` YA ZR“ 

必要 性 获 证 ， 

充分 性 证 明 可 类 似 梅 混 劳 斯 定理 的 证 明 . 这 里 从 略 ， 

(2)“ 灵 .了 ,了 三 点 路 有 偶数 个 点 在 边 的 延长 线 上 这 一 条 十 分 
DE ,否则 塞 瓦 定理 不 成 立 ， 

(3) 塞 拟 定理 常用 于 证 明 三 线 共 点 . 

з. ҖЫ ЖЕШ ЖЛЕ ABCD 内 接 于 一 图 , 则 АН, CD + AD ` 
ВС = AC ° ВР. 

证 明 ”如 图 20-4, 在 对 角 线 BD ERA Е, (EE ВАЕ = Z САР, 


М. АВЕ = АСР, АВЕ-^ АСР. АВ 48 = 25р 


АВ CD = АС · ВЕ. @ 


另 一 方面 , Z FAD = Z ВАС, X. Z АВЕ = Z АСВ, ЁТ 2 АРЕ «л 
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ZA ABC, JA IL 


AD _ DE 
АС ` BC’ 
ВИ Ар + ВС = АС ЕР. 


(1), ФАНИ НТ 45 
АВ. GD + AD · BC = AC - BD. 
Ж НЫ БИШ ЕЛЕН ЕШТЕНЕ: 
在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,有 H 20-4 
AB: CD + AD: ВС > AC: BD 
HERH ABCD 是 图 内 接 四 边 形 时 等 号 成 立 .{ 见 第 二 十 一 讲 ). 

А. MARRE ДНЕ ABPC Н,  Х,Ү, Л 分 别 是 P 点 
在 全 АВС ВС, СА AR 边 或 其 延长 线 上 的 射影 , 则 XY. Y. Z 三 点 共 
线 的 充 要 条 件 是 四 边 形 ABPC 内 接 于 一 图 . 

证 明 120 -5,0 Хх. Ү.2 三 点 共 
线 , 连 结 ВР, СР, РХ L ВС,РҮ]| AG, PZ 
AC,PZ | AB, 有 BRB.P.XZMY.PXC 
分 别 四 点 共 圆 ,有 
Z PBZ = 180 - Z PXZ- / РХҮ = Z РСҮ. 
战 4.8.PC USEMI. 

ЗА. В.Р, СЕЧА [8], A] PBZ = 
Z PCY. РХ | ВС, РҮ | АС, РС | АВ, 23 图 20-5 
R.P.X.Z#H Y .P.X.C 四 点 共 圆 ,有 

Z PBZ = 18p - Z PXZ = /PXY = Z PCY, 
故 X. Y.Z 三 点 共 线 . 

车 四 边 形 ABPC 内 接 于 一 秘 , 则 直线 ZXY #R29 АВС 的 关于 P 
点 的 西 姆 松 线 . 

5、 欧 拉线 及 欧 拉 公式 

(D RHEE ji S ABC 的 外 心 ,重心 .重心 分 别 是 0、6 ,五 , 则 
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0 .6 所 三 点 共 线 日 上 = 可 ЄН. 


我 们 称 О.с. H EER ARER. 

证 明 ”如 图 20 -6, 延 长 АНАС 分 别 
X BC Ю.М, Ар BC, M 3 BD th 
点 .连接 ОМ, ОМ ВС, OM / AD. J 
了 证 明 0、G、H 共 线 , 只 须 证明 AH = 
20М ,为 此 ,延长 CO ZIHEN TFP, jfk 
PB、P4. 由 于 СР 为 直径 ,所 人 以 PB // АР, 
РА // BE. BIDAI РВНА 为 平行 四 边 形 ， 
РВ = АН, X. ОМ = 方 PB, 所 以 ОМ = + 
AH, OH 分 АМ 为 2:1 的 两 部 分 , 序 OH 必 
过 重心 C 旦 06 =; ОН. 

(2) 欧 拉 公式 ” 设 三 角形 的 外 接 贺 和 内 
PEFEA RF r, MA AEGEA 
d= RİR -2r). 

证 明 ”如 图 20-7, 设 公 4BC 的 外 心 为 
О.О І, A 延长 线 交 外 接 圆 于 5L, 旭 工 为 
BC 的 中 点 , 连 LO КЗК М, ГЕ 
ІР | AB, D AEE, Ш JD = г, ЯЛЕ RAADI 


A MBL i A. ID- ML = AF BL. Р 


Е 2Rr = Al- BL. 又 连接 ВІ, В 


„ВИН, = ZZA + T ZABC, 
Z IBL = y ABC + СВ}. 


1 1 
= s ABG + < A, 
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ЕИ BIL = Z IBL,#8 BL = IL, Р АР IL 28. МД Or ҖЕ K 3 P| 
Р.О 两 点 , 则 
PI: Q] = AI. IL = 28r， 


РТИ (R + d)X(R — d) = 2А, 
Ep d= К‹К—-2т). 


由 欧 拉 公 式 可 知 Rr, ВП f ya Bl ЗЕЛЕ) 
Att. 


B| Жж iH 


例 1 如 图 20-8, 过 会 4BC HAEA A.B, CEER УЧ АНЫ] 

线 ,分 别 和 BC., CA AB КЛР Р.О. 
中 ,求证 :P.O0.R ZAME. 

ШЕН 根据 梅 滥 旁 斯 定理 ,只 需 证 明 R 

BP CO АК _ 

РС ОА RB ~ 


A 4P 是 圆 的 切线 ,因而 会 BP4 一 С Р 
4PC, 从 而 


ВР Sapa АВ? 
PC 7 Š AARE 7 AC? 


© 


1, 


图 20-8 


2 2 

ЕШ = aR = кре DE ар TDAP O R EARR. 

例 》 设 四 边 形 ABCD IAF, E.F. G, H AAE АВ. ВС. 
CD.DA 边 上 的 切 点 , 若 直 线 НЕ Ej GF 相交 于 交点, 则 直线 BD 必 通 
过 点 M. 

ЖЇН 如 图 20-9, 设 HE 5 DB 的 交点 由, 则 HEM ÆR ZX ABD 
的 直线 ,根据 梅 涅 劳 斯 定理 有 

АЁ ВМ ЮН D 


ЕВ MD HA ` 
хі GF 与 DB AKSAM, I| СЕМ" ERA CBD 的 直线 ,所 以 
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CG DM' ВЕ 
[DC Ә 


{Н HA = АЕ, ЕВ = ВЕ, ЕС = CG, GD = 


DH, 08 27, РИ. = ВИ. M М. 


重合 , 故 HE GF 交 于 DB FRAM. 

例 3 在 四 边 形 Авер #1, A ABD. 
A BCD WA АВС MEREANA 3:4:1, 59 
M.N 分 别 在 4C、CD 上 ,满足 AM: AC = 
СМ: CD, 并 有 日 B.M. N CAHAR (K 20- 图 20.9 
10) ,求证 : M.N УЯ AC # CD 的 中 


È- 
El 
РЕ 


ЕТ Ш AC 5 pp ТО, АВ 与 
пика. 


давр = Авер = лагв 


= 3.4:1, 
БИЛ ӨЕ = 村 ,On y T: АВК ЖЖ 8 20-10 
A СӨР 六 的 直线 "所 以 根据 梅 瀑 劳 其 定理 .有 
OB DK CA 
BD ` KG AOTP 
l DK 7 _ 
а 72 KG 3 TE 


„DK 
所 以 和 = 


令 давс = 1, Saapc = 6, Ё Saare = 2 Sat = 3, Bl АК = 
34B. 3 BMN 02У АКС HHR ARENES ATEM, A 


AB KN СМ 
ВК ` NC MATE D 
依 题 设 ,全 = СҮ, ЖКГА = КЛО 
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— я — = 


设 KC=1,NC=x, 则 KN = l+ x, ND =2— х, A G458 


l+x 2—% 
x 


= 2, 


= 


解 得 хр=1,х5 = - T (4635). 
由 xi=1 得 DN= DC - МС =2-1=1= МС, N 是 DC 的 中 点 .又 


人 =І,ВТ M HAC ВАЧ. 
B|4 RASLER, CHIA ABC 
三 边 BC, CA AB WTA, P NJ AABO 
内 一 点 ,A'P.B'P、.C'P 5 ВС, С 
А',А' ВЕ А,М,М( 20-11). 
ЖИ: AL, ВМ. CN 三 线 共 点 . 
证 明 根据 塞 所 定理 ,有 


L A' 
BL CM AN 
LC ` MA' ` NB 图 20-11 


设 AL. ВМ. CN ЗР] BC. CA. AB T 
DMN В.С AC. AB 的 中 点 ,所 以 BC // вс, AE 
CL СМ _АМ АМ ВМ BE СМ АМ _ СТ АМ 

= твр PEWA = МЄ 'N'B NA Р ема NB” IB MC 
,和 =]. 根 据 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 , AL ‚ BM СУ 三 线 共 点 , 即 AL, 
BM CN 三 线 共 点 ， 

#15 Ж AD RA ABC Е, E. D fE BC Е, P E: AD ЇЕ 
意 一 点 ,BP,CP 分 别 与 4 „АВ ET E 3 F(E] 20- 12), 0 EDA = 
СЕРА. 

分 析 i АФЕАР ЕВ, 5S DE. РЕЛЕ ЗК М.М. 
#КШЕ ЕРА = FDA, 可 转化 为 证 明 АМ = AN. [К] AD | ВС, MN // 
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ВС, п] {+ A AMEA A СЕ, A АМЕ = A ВРЕ, 


АМ АЕ AN AF ы 
БАП бр = Ср рр = н? T ЕЛ. 


АЕ Ср 
АМ = Ë > D 
AF - BD 
АМ = ы, (2) 
注意 到 AD. ВЕ. СЕ Жш T P , ВАЗЕ, Е 图 20-12 
理 , 可 得 
BD CE АЁ _ 
DC ЕА ЕВ 
AE- CD АЕ BD 
ИВ CE 7 BF ' D 


HOQ G.G АМ = AN. 

例 6 ААВС MJ ЖЕ Ар, ВЕ, 
CF i$ D $F AB. ВЕ. CF АС HER, EE 
分 别 为 P.0、R、5, 求 证 : P. Q .R.S 在 同 
一 直线 上 . 

分 析 ”要 证 四 点 共 线 ,可 先 证 三 点 共 
线 , 图 中 有 多 组 四 点 共 贺 ,再 考虑 到 从 D 
点 所 引 的 四 条 垂 线 ,容易 联想 到 西 姆 松 定 
理 . 图 20-13 

WAI 20- 13, SABRC ECAH, H B.D. H, FOARE. #4 
HARA FBH , D 为 其 外 接 圆 上 一 点 , ӘР. DO, DR 分 别 与 全 FBH = 
边 所 在 直线 垂直 ,根据 西 姆 松 定理 ,P.O、R 三 点 共 线 , 同 理 可 证 Q, 
R.S 三 点 共 线 ,所 以 , P. O.R S 四 点 共 线 . 

例 7 由 和 4BC 外 接 圆 的 红 BC 上 一 点 也 分别 向 边 ВС, АС 与 


BC АС АВ 
АВ МЕЗЕ РК. РІ. 和 PN, 求证 :pg = pF + ру: 


证 明 Е Pp4、PB .PC,( 如 图 20 – 14), НЕЕ ВНУТ 
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BC- АР = АС - BP + АВ · СР, 
BC др. 
Вр PK АР, PK 


H Z КВР = Z LAP 可知 Rt 2 КВР — 
RA ЈАР, 


РК РВ 图 20-14 
PL ` PA?’ 
ЕП АР + PK = ВР2 - PL. 
同 理 ВР, PL = CP + PM. (3) 
HOD ,G@ . BBS 
ВС _ AC АВ 
PK ` PL РМ” 


js ААВС 的 外 接 圆 0 1—36) 
站 的 一 个 交点 为 О, 0, 并 延长 交 中 D0 于 PP 
{图 20-15}. 求 证 ;TP 的 长 度 等 于 0 的 直径 . 
ШЕН 00 的 半径 为 及 ,了 的 半径 为 
1 ,根据 欧 拉 公式, 有 
OF = R° + 2Rr,. (D 
М ЭШ BQ. pP = ОҺ?— К, @ 
HD Oni 
rh P = В? +28) — R2, 图 20-15 
imil ЛР= 
#19 5.0 А, 4,44, ОО 的 内 接 四 边 形 , H H Нз. 
Н.А, А А», ЛА АЗА, A Adada {5А АА. ЭЕ. Е: 
HiH, H3, На ПАА) FE ДАА. 
分 析 ”由 于 四 边 形 А|А„АзА4 是 圆 内 接 四 边 形 , 故 合 44344、 
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AAAA ХАА А5. АА А543 ОБ О, ТУЕ Е, EIE 

个 三 角形 的 重心 С. 6.63. G, 分 别 在 ОН. ӨН. ОН. OH, Е, А. 

ОС; = + OH;( i=] ,2,3,4) ,有 сб, THB (i = 1,2,3,4)( Gs = 
Gi Hs = Н,). UZE 666364 УЕ H, HH; Ha 相似 ， 

— TA i WJ 3E J 3 > # pt] J JÉ 

G, G, Ga Ga 与 四 边 形 Adada Aa 的 关系 ， 

， AG 

AG 

GM 


=2, 所 以 GiG Z AA A 4 


б. ©з 人 Gy GA 7 1. 有 A， Сз © 


LÈ AA ЫЛ C, G, G, G, 与 四 边 形 А, Ay A5 А 相似 ,相似 比 为 
1:3. 

可 图 20 - 17, H БЖ, WE H HHH, 号 四 边 形 A14,43d， 
全 等 ,所 以 四 边 形 H HH H, 也 为 圆 内 接 四 边 形 . 

由 以 上 分 析 可 知 ,414; НН. ВЕ 
四 边 形 AA H IH, ЖЕТШЕ. В Р 
A H 和 АН, 的 中 点 , 同 理 , AAH H 也 
是 平行 四 边 形 , 所 以 АН, 的 中 点 P 也 为 
Ash; 的 中 点 ,还 为 АН, 的 中 点 ,所 以 河 边 
JÉ H H,H,HÚ, 和 和 四边 撒 AAAA, ЖТ P 
点 中 心 对 称 , 0 点 关于 P 点 的 对 称 点 0 Вр 
ЈЕ H ННН АУК. 


— „ЈА 
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(951 8) {第 2 古 ) 
I. 如 图 ,在 会 ABC P, D.E ERC EHTS A, M EAC 的 中 
E, BM S: AD T G,% АЕ T. H.M] BG: GH:HN $F _ ， 
2. WE, SABC 被 通过 它 的 三 个 顶点 与 一 个 内 点 的 三 条 直线 分 
为 六 个 小 的 三 角形 ,其 中 四 个 小 三 角形 的 面积 在 图 中 标 出 , 则 


S давс = ' 

二 ,解答 题 

з. 一 条 直线 与 二 角形 三 边 或 其 延长 线 奖 于 工 . 币 ,NN 三 点 , 阁 
LOM ON JL. M.N 点 关于 三 边 的 中 点 对 称 ,求证 : P JM М 
点 也 共 线 . 


4. 如 图 ААВС ААВС [ЖДУ ПИЙ Е Ek 44' ,BB'、CC' 交 
于 一 点 5, 证明: 恕 果 对 详 边 BC 和 GC , CACA , AB RAR ЎТ 
们 的 延长 线 相交 , 则 它们 的 交点 D.E. F 在 同一 直线 上 . 


5. 设 四 边 形 ABCD 的 一 组 对 边 4 ЖП Ср АЕК ЗЕТА Е, 9 
一 组 对 边 AD 和 BC 的 延长 线 变 于 下 ,4C 中 点 上 ,BD Чан M É EF th 
点 入 ,求证 :LL М.М 三 点 共 线 .( 如 图) 

6. 如 图 , 设 PP 是 会 4BC 内 一 点 , АР. ВР. СР 分 别 与 边 ВС. СА, 
АВ 交 于 点 DF, 过 D.EF 二 点 作 圆 与 三 边 又 交 于 DF ҮР. 
求证 ; AD’ , ВЕ, CF 直线 交 于 一 点 . 


` „" 
- 
` = 
al” 
A 


(第 656 题 ) {第 7 题 ) 
7. 如 图 ,六 正信 ABC 内 任 取 一 点 0, 设 点 0 关于 三 边 BC СА, 
АВ 的 对 称 点 分 别 为 4'、B'、C' ,求证 : АА, 


BE CCETT AP, P 

8. 如 图 ,已 知 阅 内 下 五 边 形 AB8CDE ,车 P Е 
ЖАВ k— 5, ФЕ. РА + PD + РВ - РЕ + В 
РС. 


9. 从 锐角 会 ABC ВУК O , ЕНУ) 
ВС. СА. АВ FER, EERS D. Е.Е, C 
ZA АВС МЕРУ А) А. г, ‘第 8 题 ) 
求证 : OD + OB + OF = R + r. 

10. 如 图 , 设 和 全 ABC ВЈ Н, ЕК СН 和 和 外接 罗 的 交点 为 DD, 在 
外 接 贺 的 人 BC 上 了 肥 -~ 点 P 了 ,车 PD ЖП АВ 的 交点 为 ,求证 ; НЕ 平行 于 
关于 点 了 的 西 姆 松 线 . 


D 
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第 11 题 ) 


{第 10 题 ) 


11. ЕЧ, Р.О WA ABC УМЕ CHAS, ЖИЕ: А ЛАС X< 
T Р.О 的 西 姆 松 线 DE ЖШ FG 3 T M , Ш ЕМЕ = Z PCO. 

12. I2 A ABC HECA H., НУН БЕ P И: A ABC 
KF P КИПЕ ЫКЫ E: PH 的 中 点 ， 

13. Р, L.M N NOS ABC 的 三 4 
WAPA KUL: A LMN ТУК ОТЕ А АВС 
的 欧 拉 线 上 . 

14. IS A АВС 的 外 接 圆 半径 六 = 1, 
AAEH r, EREE AIE АВС 
的 内 切 圆 羊 径 为 PRIE: 


Р=1- + (1+ r. 


{第 1388) 
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第 二 十 一 讲 ”几何 不 等 式 


1. ЖУТА 

(1) EJ 的 托 蔓 密 定 理 ” 四边形 的 对 边 刁 积 之 和 不 小 于 对 角 线 
之 乘积 . 

人 在 几何 不 等 式 论 证 中 推广 的 托 勒 窗 让 理由 下 一 个 重要 的 基本 不 
TA. {证 明 见 第 二 十 二 讲 例 5) 

(2) R E HB — Hi К д 
iz P pA ABC 内 部 或 边界 上 一 点 ,P 到 
ВЕЕТ PD. РЕ. РЕ, PA + PB 
+ PC>2( PD + РЕ + РЕ). 

证 明 i РА = x. PB = y, РС = х, 
Р) = р, РЕ = q, РЕ = ғ, Ў 21-1 所 示 ， 
C,D,P,E 四 点 共 圆 ,有 

DE = vp + «+ 2pgeos Ç 


图 21-1 


一 v {psinB + зїп А ji + (реовВ ~ фсовА)° 


> psin + qgsinA. 


DE — psinH + gsinA 
从 而 Z= ing > sin ` 
_ rsinB + qsin C 
г ы sir Л i 
ramA + psn 
= sinB ' 
于 后 ,有 


rsinB + qsinC ñ rsin + psinC 


x + y + Z— - : 
了 一 sn sinB 
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psin + qsinA 
+ sin Ç 
_ (nk sinc) Fr ас) 
= Р\ sing + sinB T\ sinC + sin 
[ sn sinë 


sin Ë + ша, = 2(р + q+). 


易 知 等 导 当 旦 仅 当 全 ABC 为 正三 角形 且 P ААВС 中 心 时 到 

45. 
(3) (1) ЛЕНОН ЈАТА Е th, ЖЕ — ЛАА 

大 , 周 长 最 大 ; 

(i) 说 边 和 周 长 一 定 的 所 有 三 角形 中 ,等 压 三 角形 面积 最 大 ; 

(Ш) 内 接 于 定 圆 的 所 有 п 边 形 中 ,以 正 5 
п 地形 面积 最 大 ; 

(iv) МАЕ ЕТ n Ж, IE л Л 
形 面积 最 六; 

(у) 周 长 一 定 的 平面 闭 曲 线 中 , 圆 所 图 
成 的 面积 最 大 . 

(Д) 如 图 21 -2, mini Sac, Saami = 
5 лавр < шах} $ давс, Saal. 

2. 在 论证 有 关 三 角形 的 几何 不 等 式 中 ， 
下 面 的 代 换 也 常常 施行 ,如 图 21-3, 作 全 4BC 
内 切 圆 ,顶点 到 切 点 间 线 段 长 分 别 是 x,y., 
ЙИШ а=у+а,Ё=+х.є=>+у. BZ, A 
个 正 数 a,b,c 可 表述 成 上 述 形 式 (x、y、z > 
9) , 易 知 它们 可 以 梅 成 一 个 三 角形 的 边 长 . 


例 题 A 讲 


例 1 在 半径 为 5 米 的 圆 形 池塘 中 ,有 6 只 小 鸭子 在 游 动 , 求 证: 


图 21-2 
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不 论 何 时 ,至少 有 两 只 小 蝎子 之 间 的 距离 不 超过 5 Ж. 

证 明 АЕА 0,6 只 小 鸭子 为 
Ду, Д, А6. 

CO 328 — АЛЕ РАА О, а Е в 
RRT. И 

(j|) 如 果 没 有 一 只 小 鸭子 在 圆心 0, 连 接 8 
ОА; 延长 交 圆 于 B;, 若 ОВ, 与 OB,( 关门 重合 , 则 
命题 显然 成 立 . 否则 OB. (i= 1,2,…,6) 中 没有 
两 个 重合 ,至少 有 一 个 角 一 BOB <60° Ci j), А ОАА, 2 ОАА; 
之 中 至 少 有 一 个 角 涯 60, 如 图 21-4 所 示 . 于 是 ОА; 与 ОА, 之 中 至 少 
有 一 条 不 小 于 AA. [А 041、04; 均 不 超过 半径 长 ,所 以 AA 5. ПЕЙ 
获 证 . 

例 2 GHE ABCD 的 两 条 
对 前 线 相 交 于 点 D0, 而 全 ABO Ж 
A СРО УМЕ АША ЭЕ Р, О. 
ЖЕ: АВ + CD <4P0. 

分 析 ”容易 想 旬 ,如 图 21 - 5, 
过 ОТЕКИ К. E, M 

2Р0 > KL. (D 
事实 上 , 设 P. 0 在 直线 总 上 射影 
AM. N, AEA ОМ = MK, ON = NL ,于 是 MN = Ç КІ. 

因 MN= PO, ADAR. 

连接 КВ, КА, 5 КА + KB > AB. КВО + Z КАО = x, Ў 
Z KBO С КАО р — В, ЖП Д КВО = у, Ш КО > 
KB. FES, ОК FA АОВ, MEA АК = ВК, A m 

2KO > KA + KB > AB, @ 
同 理 20L > LC + LD > CD. (3) 


DOHI, HADE ZRH. 据 此 , 现 只 须 作 出 直线 кр 
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图 21.4 


图 21-5 


“АОВ. 
03 5, 和 ss 的 半径 都 是 r, 相 . 
ET AMR, A KEAS БЕЕН 
A S, 内 部 的 促 中 点 ,点 5 在 圆 S; 上 ,但 ° 
在 S. 之 外 .线段 KÇ 与 辆 9 相交 于 p. 
证 明 ; S,can = r°. В 
лї “lap E m НИЖЕ Т 
БЕ, EA >Š RBI ЈЕНИ rh {Л 5 gë 
AEk BF B9 E ЖЕЎЕ НЧ. Н 21 — 6 ЖП 
Saa = SAABE Saa. 
жа ЕД ЗЕ ТИНЕ hi 12 AB. CD RHN a, АТ 
Завср = (5лағр 一 5 дарр) + ($Авгр 一 Sappp) 


1 
2 


图 21-6 


= (ZAP - (Psing ~ УАР + DPsing) 


+ (FBP ` CPsing 一 > BP - DP sine ) 


zsing[ CP (AP + BP) - DP(AP + BP)] 


zsing( AP + BP)( CP — DP) 


= >B · (C Dsing = JAB . CD. 
进一步 考察 CD НЕ КІВ. ШЕ 21 - 7, 
HAARD AA RESE S. 
的 交点 КҮМ, A LÆR: 5[ 5, 的 
fu KAM ZAZA. A CHT 
МЕЕ CM DL 及 直线 DN СМ, N 
E1, RT. МСК = / СРМ = 90 , 故 知 
MN > CD. I Z LDK E 3 BH XJ ЈА 21-7 


С 
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ЛОВА ,所 以 点 工 位 于 天 和 六 之 问 , 日 CD < MN < 1M .特别 
Wb HA С БАМ ЕДИН] 与 点 上 重合, 设 两 圆 国 心 之 问 的 
ERA d, FERB LM = d,4B=v4r – а, ПАЗ 

Saeco © JAB "LM 


L 2 2 
= у v (am - _ d”) 
1а +4 d: 
= 2 2 = т, 


例 4 设 村 是 全 4BC AEREA, Р. ОЖАУ АМС, 
Z. АМВ ЯП ВМС НЈУ, УЕ: 8 д рок > $ давс: 

证 明 ”如 图 21 – 8, Е РА. РС. КС. АВ. 
QB QA MP MQ ,MR. 因 P,R 分 别 为 人 AMC， Oe /A 
ACMB 的 外 心 ,有 PC = PM, КС = ВМ, IN 


2А PCR © APMR. |F) FEE A QBR = AQMR, 


AQAP:S A ОМК. Ë Sapoe = 3 Sapcna0 - ҮЎ. 

IN Z ОРА = Z ОРМ, Z КРС = Z PPM , Wk p 
Z APC=2Z ОРЕ =2(х - Z АМС). PRZ СКВ 
= 了 2 (x ~ CMB), 2 BOA =2(х – Z ВМА). F 
是 


图 21-8 


Z APC + СКВ + Z BOA 
= бл —2(/ АМС + Z CMB + Z BMA) = 2л. 
IAIA BC AC HIERA 3 ВЕС 5 ЄРА AAM, EFE C N 
男 一 点 入 , 则 ANB = Z BOA. 
АРС = Z ANC, Ң AP = PC ,注意 到 一 边 固定 及 该 边 所 对 角 
相等 的 三 角形 中 ,以 钢 定 边 作 底 边 的 等 腰 三 角形 面积 最 大 , 故 SA nc 
> Saane- FIE SA ока Sac, Sarga 22 Sarna E № ТА АВС 内 ， 


, ] ， . , л. 
lj SARC SY У д арско N EZ АВС УКА 6 КЛА НИ r). 因此， SAARE 
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= SAPER- 
例 5 如 图 21-9, 在 冰心 加 0,0, 中 ,大 
时 半径 是 小 加 半径 的 两 售 , 小 加 O 的 内 接 四 
WIE ABCD BJ36& 189 ККУ КА O, 于 
B,.C i. D I.A), А] 
А,В, + ВС + G Di + DA 
> 2(АВ + BC + CD + DA). 
证 明 ЙЕ ШЕ Baris 
А,В,” ОА + AAO B >O A АВ. © 
B| O IB = D A = 204, АВ, = АВ + 8B;, 将 它们 代入 中 ,有 
А.В, > 2AB + 2( BB. - АА\). 
同 理 Вубу> 2BC + 2( CG, - BB'), 
CD 2CD + 2( DD. - СС), 
Didi 2DA + XAA, — DD,). 
将 上 述 各 式 两 端 分 别 相 加 ,如 得 所 要 证 的 不 等 式 ， 
例 5 ЖОР E ААВС 内 一 点 ,求证 : 
Z PAB, Z PBC, Z РСА 中 至 少 有 一 个 小 于 等 
于 ЖР. 
证 明 10421-10, 0.5. ҒАР 
ВС.СА.АВ 上 的 射影 .假若 命题 不 成 立 , 则 
WP < Z РАВ, Z РВС. Z РСА < 2E, FE, A 


БЕ = sin PAB > sin30 = ->- , ИВ 2PE > РА. 图 21-10 


同 理 2PD > PB ,2PE > PC .将 上 述 不 等 式 相 如 ,得 
РА + PB + РС < 2( PD + PE + РЁ), 
这 与 贡 尔 多 斯 一 莫 过 水 不 等 式 矛 盾 , 故 命题 歼 证 . 
例 7 设 a.8,¢c 是 三 第 形 的 边 长 ,证 明 
azb(a- b) + b2e(b е) + сас а)20. (D 


图 21-9 
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并 请 年 等 导 在 什么 时 候 成 立 ? 
ШАЯ — а= y + x. b= x+ x,c= x+ у, WORMS Й, 
(y+x) (x +z)Xy-x)+(x+z)2 (y + y)(z— y) 
+ (x+ y)“(y + z)( 2) 0. 


展开 化 简 , 即 为 
xz + ух + ш y- xyz( x + y + z): 0. 
2 2 ,2 
也 就 是 t+ @) 
根据 排序 不 等 式 , 有 
r 2 2 
® ү , > x2 Tipity+is 
Y z x y z 


战 人 @ 式 成 立 , 妈 得 所 要 证 的 不 等 式 ， 

当日 仅 当 x=Y=2, 即 a=8=c ORRI S. 

例 8 已 给 全 4BC, 设 了 是 它 的 内 心 ,第 А,В,С 的 内 角 平 分 线 
分 别 与 对 边 交 于 4 B’. C RHE: 
I AF? Bl: CI 8 D 


4 |© AN + BB . СС EIT 
证 明 如 图 21-11, 因 AA' E. BAC 的 
平分 线 , 所 以 АС р. х CI E.A АСА' 


的 平分 线 , 所 以 
A Ë pte 
A, Gb a+ b+ c 


== 型 e+z “C а+ь 
PE ARR T T+ i 


不 等 式 中 等 价 于 
J (а+Ь)(ф+е(с+а) 8 四 
4“ (a + b + c) =m 
由 平均 值 不 等 式 , 得 


(a + b)(Ó + c)(c + a) 
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二 (全 上 teta 
= la+ b + c), 
БЕП (m+ b)(b+e)(e+al) | 
Да (а + b+ cy 7 27 
м а+р 1 фже 1 ee _ l atb _ 
рсе > ‘аж b+ 2'а+Ь+с” 2' Ха+Ь+с 
1+ _/ l+ , l+ 
анато ГЕ 2 2 则 e+ez+resle>0 
= 1.2.3). T i= 
ñ (a+ b)(b+e)ie +a) _(1+eCl + e) (1 + es) 
(a +b + e) 8 
l+eiteates_ 1 
> 8 4 


Ж 例 8 中 ,我 们 引信 了 了 参数 е езе, НАРЫ c + 82 + 
єз = 1, 将 不 等 式 关系 转化 为 等 晤 关系 巧妙 地 证 明了 左 迪 不 寺 式 . 这 
是 不 等 式 证 明 的 -种 重要 技巧 

#19 平 身 上 给 定 一 个 由 很 多 条 线段 组 成 的 集 , 线 段 总 长 为 1， 
证 明 人 存在 -一 条 直线 1 .使 得 已 给 线段 在 ;上 的 射影 之 和 小 于 二 

证 明 到 一 条 不 与 己 给 线段 垂直 的 直线 作 x Ритни 
ВН ЛУНЕ а оо сасон ао доо До А САТАТ f 
ПЕЕЛИ ЕЛАР A f, ЧИЛ К ball & ВЕЧЕ). 
2A р ирро е 上面 的 顺 次 一 个 接 一 个 地 首尾 相连 形成 一 
个 加 折线 , 设 端点 AB AB 中 点 为 0. 关 于 0 作 中 心 对 称 , 产 牛 一 个 
凸 多 边 形 (包括 退化 为 让 线 段 ), 周 长 为 2, 每 一 条 边 与 对 应 边 乎 行 
(或 共 线 )， 

这 个 多 边 形 的 最 小 宽度 ,也 就 是 各 对 平行 边 之 间 的 距离 的 最 小 
HRA d, Оа 为 直径 的 图 一 定 完 仿 在 多 边 形 内 ,否则 ， 
ШОО BEAL МЕТРАХ, RA ХТО ХЕК ОО 4X} 

250 


边 SEA, G k BERF XY DF а, 5 d ЗЕЕ 
ЛЧ. 


由 于 @O 的 周 长 为 xd <2, d < 2, k ЕҢ АЕ R— RHA 


曲线 中 ,以 圆 的 周 长 最 小 . 

RER 与 距离 最 小 的 平行 边 垂直 , 则 各 已 知 线段 在 上 上 的 身 
影 之 和 不 超过 ad ,也 就 小 于 二 

+ {1) 例 9 的 解答 巧 在 通过 排序 一 一 平移 一 一 中 心 对 称 等 技 
术 上 的 处 理 使 所 给 线段 呈现 一 种 简单 有 序 .射影 和 易于 估算 的 状态 
困难 得 以 化 解 ， 

(2) 通过 对 称 .旋转 等 变换 ,以 直 代 曲 , 将 复杂 的 不 等 式 归结 到 
基本 不 等 式 是 - -种 重要 技巧 . 


ж > 一 十 一 


1. A ABC ШУМЕ О 上 的 一 点 P 和 作 PD | 4B 于 D,PE | АС 
于 E, 求 让 : DE g ВС. 

2. E AARC Hi, ZA = Ж, Ар | BC = D. 

СВ НАИ 1: АС УТЕ. РОВ). 
若 АС ={2, ЖИЕ: С; < АР: СЕ, 

3. TA ABC, A A'B'C 内 接 于 一 个 半径 
A r 的 加 0, 其 公共 部 分 的 面积 为 5, 求证 :25 > 
зг. | (第 2 题 ) _ 
4. AABC 中 各 边 不 等 , GK, 分别 为 重心 、 内 心 与 重心 ,证 明 
2“ СКН > ФФ. 

5. 如 图 К, К.К ATE, ZF P 点 ,圆心 分 别 次 О, О). 
О. КУ К, AZF A, К 5 КХР В, s. K XET CXA 
K (Kx. Ka 96) — 8, AR ХА 交配 于 了 ,直线 ХС ЖК, T. Z. ПЕНЯ 

25] 


F 


Sayyz<45Sapo 00, 
6. a,b,c 是 全 4BC 的 三 边 ,5 为 其 面积 , 求 
ШЁ:а2?+Ь1+с%>=4ү35. 
7. ЕЛ ABC 中 ,求证 : 
а(Б+е-а) ~ (ежа - Б) + са + – 
с) < 3а. 
8. 在 公 ABC 中 ,求证 : 


(第 5 题 ) 
со? $ + соЁ 5 + сой $ => 9/3. 
9, 点 DAE 分别 位 于 全 АВС [КОЛ AB 和 
ВС К.Ш, KAMRA DE 分 成 三 等 分 (如 
图 ) ,直线 BK 和 BM 分 别 与 边 4C 相交 于 了 和 Е 
РЕНН: ТР <+ АС. 


10. ТЕН А] 2 ABC rh, AD 是 身边 8C 上 
的 高 ,过 公 ABD HACS AACD 的 内 心 的 直 
ЛУН АЯ МАС T K ЯП. A АВС 和 (第 9 BR) 
2 АКТ, 的 面积 分 别 记 为 $ A T RHE: SS | 
27. 

11. 过 全 4BC 内 一 点 引 三 边 的 平行 线 
(如 图 ). DE / ВС, FG // СА, HI // AB. 点 
D,E,F,G,H,1 都 在 公 4BC HHE, S & 
示 六 边 形 DGHEFI 的 面积 ,3 Жл A АВС 


的 面积 ,求证 :5 > S. 
12， 设 在 加 内 接 西 六 边 形 ABCDEF Ч, АВ = BC, CD = DE , EF = 
ҒА. 斌 证 : 
(1) AD, BE, CF 三 条 对 第 线 交 于 一 点 ; 
(2) АВ + ВС + CD + DE + EF + ҒА > AD + ВЕ + СЕ. 
13. ТЕНЕ ABCD 中 , АВ = AD + ВС. Elt [q 2 E A , BE 
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] 
{第 17 题 ) 


A CD 为 h 的 地 方 有 -… 点 PP, 使 得 АР = h+ AD, BP = h + BC. 求 证 ， 
1 1 


= 


1 1 1 
Jh JAD vB 
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第 二 十 二 讲 ”复数 与 几何 


1. 复数 及 其 运算 的 几何 意义 ,使 得 点 和 向 量 可 用 复数 表示 ,这 
给 复数 进一步 注入 了 活力 ,赋予 了 多 种 功能 ,为 复数 在 几 柯 中 应 用 提 
ТАЕ. 

用 复数 解 几何 问题 时 的 基本 思路 是 从 题 设 的 几何 条 件 出 发 , 先 
把 这 些 条 件 用 对 应 的 复数 关系 式 表示 出 来 ,通过 一 系列 的 复数 计算 ， 
得 出 新 的 关系 式 , 再 把 它们 转化 为 我 们 所 需要 的 几何 结论 ， 

2. 为 简便 起 网 ,我 们 常用 表示 点 的 字母 同时 表示 对 应 的 复数 . 


我 们 知道 向 量 Z1 2Z, 的 复数 表示 是 Z, - Zi1, 设 点 Z Y la Ek EZ 
Z Z; ЖЕНА, Ер 


——  — — ә 


Z Z = À Z Z;(À = — l), 


£- Z 
TE 222° 
解 得 „2+2. Ф 
这 就 是 定 比分 点 的 复数 形式 ， 


当 4 = 1 时 ,由 四 得 线段 Z 2, 中 点 的 复数 形式 :3 - 132, Ñ 


解析 几何 中 线 恨 定 比分 点 及 中 点 玫 示 形式 相 比 ,复数 形式 将 丽 个 式 
子 统一 在 一 起 ,使 用 起 来 更 方便 ， 

3. 对 于 共 线 三 点 Zn Za Z, АУЛА 2, {Ж Z | Z, 上 .根据 定 
比分 点 公式 中 ,有 


À 
Z= y In + 1 122 


254 


ФЕ рүү? Адзе ААА ЖЯ Ж, А, +1, 
+Аз=0,Н. 
AZ, + 2,25 + А323 = 0. 
反之 ,六 存在 三 个 不 全 为 零 的 实数 A AnA n ШВ Ар +А + Аз = 0, 
并 且 和 使 得 
А), + Afa + Азйз = О. 
那么 将 上 述 过 程 反 推 即 知 Z ,.Z,. Z, 三 点 共 线 ,于 是 有 
定理 ”存在 三 个 不 全 为 零 的 实数 А.А ,1 满足 
À i + À> + Аз = 0, 
H À ZI + А + А323 = 0, 
是 平面 上 三 点 Z,.Z;,.Z; 共 线 的 充 要 条 件 ， 
显然 ,由 定理 1 可 得 
推论 ”车 平 面 上 三 点 Z,.Z;. Z, 不 共 


zk, Ні ; 

А, + À> + Аз = 0, I 
及 АД + Aa + ÀZ = 0, 2, 
则 А = À> = Аз = O. i 


4. Ж 22- 1, Z2 为 直线 1 上 两 
点 ， 2 为 有线 外 点， 于 是 在 21232 方 向 上 的 


азая» 7, ,而 2.23 方向 上 单位 


图 22-1 


向量 为 [到 二 2 ,根据 复数 除法 的 几何 意义 ,由 Z Z, 旋转 到 ZZ 


所 转 过 的 角度 p H ERME: 
ho š 1 [Heil ta) 
вш = Im | Z,- Zl (Z; - Z) 
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а _ — 
ü | 2з 一 Z, || Z; _— Z, | Im( — Z |Z; + 2.23 一 VEVA + ZZi) 
D 
因为 | Z) |2 是 实数 , Im — Z Z; ) = Im ( ZiZa}, Im ( — ЛАЎ\) — 


Im(Z,Z,) , 故 由 全 知 点 Z, 到 直线 Z Z, 距离 为 


у 2 Z, + 7,2, + 7.21). (2) 
按照 通常 的 约定 :距离 值 非 负 , 上 式 应 取 绝 对 值 . 
进一步 ,由 人 @ 可 得 从 Z, Z, Z, 面积 
ЗАД 2,2, = > | Im( Z, Z; + 2,7, + Z,Z,) |. 9) 


顶点 ZiZa Za 绕 行 方向 为 道 时 针 方向 时 , 钨 可 直接 去 掉 绝 对 值 符 
名 ,在 顶点 Д. 25.23 绕 行 方向 顺 时 针 方向 时 , 国 在 去 掉 绝 对 值 符号 
后 添上 " - "5. 


例 题 жін 


H1 ELA ABC 和 平面 上 点 P, 如 图 22-2,| PC| =27,P 依次 
“就 "到 4,B8,C,4,8,C,…, 的 对 称 位 置 , 问 . 
经 过 1991 次 后 能 跳 到 的 地 方 离 P 点 有 多 远 ? 

分 析 ”在 复 平 面 上 考虑 , 设 P 依次 跳 到 
Pis Pa, Р, P. FÆ A, В, С,А, В,С, 
也 依次 成 为 线段 РР, РР, P. Ps, PsPs,…， i 
Р, P, 的 中 点 ,根据 线段 中 点 的 复数 形式 ， ;⁄ 
有 E 22-2 

Р + Ру = 2А, 
Ру + P, = 2В, 
P; + Ps = 26, 
P, + P, = 24, 


d = 


©©© Ə 
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Ра + Ps = 28, 5) 

Ps + Pe = 26, G 
由 岂 得 P| =2А-Р. @) 
Ф RA © 1# P, = 2B - 2À + P. © 
ЭЖА OR P, =2С-2В+2А- P. @ 
ORA GQH P, = 2B - 2C + P. @ 
О ЖА О 78 Ps = 2С - Р. Ф 


ФА © 19 Ps = Р. 
继续 上 述 过 程 , 则 有 Ру = Ру, Ps = Р), АНЯ: Pe = Р 
Pa i= Ру=2А- P, Раз = Р›=2В-2А + Р,Р&,у= Py =2C - 
28 +2A — Р, Papaa = P a =2B-2C+ Р, Р. ,5 = Ps=2C-P. 这 里 上 
МЭРА, H W Ж 
Pim = Pss = Ps = 2C — Р. 


nj bL, 
| PoP | =!2C- P—- P| 


= 216- Р|=216Р|= 2х 27 = 54. 
例 2 如 图 22-3, 线 段 AB 的 中 点 为 

М ,在 线段 АВ КЭШ С, DATER 

AB 外 ,连接 CD RE Ср 中 点 为 N, Вр 


中 点 为 了 ,MN 中 点 为 0, 求证 : 直 PQ F ~ 

分 线段 AC. А 
分 析 EPO SABZTFE, IMA EM 

原点 ,直线 AB 为 实 轴 , 建 立 复 平面 , 则 М оз 


=0,4+ B = 0, Lip #0. 问题 等 价 于 证 


明正 = 41 C Kik, Р- 2+2 у= +0. о= 13%. e+p 


НҒ Е,О,Р 二 点 共 线 .所 以 根据 定理 1 к ,存在 三 个 不 全 为 零 的 实 
数 Apd Aa, 115 
А + À> + Аз = Ü T 
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rL AE +A + АзР = 0. (2) 


вр= 252 SEROR 
C+D , .B+D 


AE +А 4 tA > = 0, 
Bh 4AE + СС + Рр)А + 2438 + C) = 0. 
FATER 
4A E + АС + 2А3В =- (À> + 243) D. Ө 
切 式 左边 为 实数 ,所 以 
À; + 213 = 0, D 
(gc uma = 0. D 
PR = 1, MADR А, =2. Аз -1.142=2 代 人 中 得 1= 
- 1 将 它们 代 人 加 得 к= ©” AA, 
例 3 对 于 任意 二 角形 求证 1 


(D ZA ЁЛ Кл ÜU. 

(2) Jhb. Eb. eb EH, H Shea E 
心 ' 的 上 距离 等 于 重心 到 重心 距离 的 一 半 . 

ШВ 设 在 复 平 面 上 ,三 角形 AB ( 2?F.Ü 
为 原点 0 {如 图 22 - 4), 且 不 妨 设 三 角形 2 
АВС 内 接 于 单位 圆周 ,有 141= 181= (СТ = 
В,С АЖ A,B,C 
辣 对 边 引 垂 线 , 垂 足 分 别 为 Zis Zz Z, AA AZ | ВС, 


Re( 214) _ 0, 


= 


图 22-4 


С-В 
| Ве[(70-А}(С-В)] = O 

于 是 (Z АХС - В) + (Д – А)(С- B) = 0. 
КЕШ 7 - ВС, = a- 26. Ф 
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É AZ, 与 BZ; ЗЕ 5 五 , 则 由 上 述 推导 过 程 同 样 可 得 


同 理 , 有 H- САН = В АС. @ 


HO QM H-A+B+C HA HEA,B,C RRRA, TR 
CZ, 也 过 点 Н.У A ARC 三 条 高 交 于 点 H. 


注 1. 例 3 中 由 于 复数 0, (A+ B+C), A+ B + C 分别 对 应 
A ABC ЁО, . 垂 心 ,它们 是 显然 共 线 日 外 心 到 重心 距离 等 于 
重心 到 垂 心 距离 的 一 半 . 这 里 又 一 次 证 明了 欧 拉 定 理 ， 

2. 例 3 中 证 明 线 此 点 的 方法 具有 普遍 
性 .用 复数 证 明 线 共 点 问题 时 , 常 采用 同一 
法 , 即 通过 论证 这 些 真 线 上 存 着 同一 个 点 导 
致 结论 成 立 . 这样 涛 不 仅 证 了 直线 共 点 ,还 同 
时 一 从 求 得 了 这 个 公共 点 的 复数 表示 

3. 前 面 数 例 也 告诉 我 们 在 运用 复数 解雇 
问题 时 一 个 显著 特点 是 只 须 进 行 若干 复数 运 
算 , 免 却 了 不 少 因 添 加 辅助 线 带 来 的 思维 上 
的 困难 ， 图 22.5 

H4 BAAB 的 外 接 贺 上 任 一 点 D 向 三 边 BC, СА, AB 5] %& 
R EEA P.O RWA 从 -5), 试 用 复数 证 明 

(1) P.Q.R 三 点 共 线 一 一 全 ABC 的 关于 DD 点 的 西 姆 松 线 ， 

(2) 在 同一 贺 所 上 的 四 点 4.8.C .中 , 取 三 点 为 顶点 作 三 角 
J , 剩 下 的 一 点 关于 此 三 角形 有 一 条 西 姆 松 线 ,这 样 的 西 姆 松 线 有 四 
条 ,它们 相交 于 一 点 . 

证 明 ААВС 外 接 贺 圆心 0 为 原点 ,建立 复 平 面 , 且 椒 妨 设 
|А1=1В1=16С1=1. 

АЕ, B.P.C 三 点 共 线 ,有 
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(2-8) P-B 


æ — r— 


св) св’ 
也 就 是 (P-B)(C-B) 

=(P- BXXC - B), 
Bl (P- B)(L - L) 


= 1 
= (P -5C ~ B). 


化 简 得 BC - P = B + C. D 
Зз 中 全 ,又 可 得 

P - ВСР = p - 26. @ 
D+ 名 得 P= 3(B+C+D- E), 
1888 @= (а +B +D - 48), 

R = 2 (C +A +D- СА). 


记 5= 204+ В+ C+ р), TE 
S- P= 204 十 TE), 
5S- 0= 50+ 52), 
. 1 АС 
S- R= z (B + 7) ). 
下 面 我 们 来 证 上 明 三 点 (8 Р), dS- 0).(S 一 中 ) 共 线 , 为 此 ,只 须 证 
明 
BC 
2 р? 


1 АВ, і 
1 СА, l, ВС 
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15-8 


(СР + АВ) — (Ар + ВС) 


© (BD + СА) – (Ар + ВС) 


- (#24) (p с) 


是 实数 . 


HE 22 - 5 А1, ав = ) РАВ 8J AÓ ШЗ, a (D B) = 
agl p EF DOSIDBI0 IA. Е a (S=), ag OTE) „б 
н зи EA) (2-8) 是 实数 ,所 以 (5 - P) AS- 0),(5- 
中 ) 共 线 , 因 此 有 不 全 为 零 实数 Adz da 49 

À) + À> + Аз = O, D 
А(5-Р)+45(8- 0) + As(S - R) = 0. @ 
H 出 可 得 出 
S(À + Аз + Аз) - (AP + А0 + ÀR) = 0. (5) 
将 加 代入 回 得 
АР + А0 + MR = 0. 

由 已 .加 知己 .0O. 员 三 点 共 线 ， 

H SEFA B,C. D 的 对 称 性 可 知 4 ЖРА ВСР 的 西 姆 松 线 ， 
B 关于 全 CO4 РЧ ДЕК, C XT A CDA ТИҢ Ж, р 关于 
2% АВС 的 西 姆 松 线 都 必须 通过 点 S. 

例 5 设 4、.8、C.D 为 平面 上 任意 四 点 ,求证 : 

АС. BD g АВ. CD + АР. ВС. 

分 析 SHE ЛЕН ИЩ БИЕ 


© 


IC-AiID-B] 
=lB-AlH D-CI+ID-Al C- pi. Ò 
现 构造 恒等式 
(B-AND- С) + (D- AXC- В) = (C - AXD – B), 
两 边 取 模 , 得 
I(B- AAD С) + (р AXXC - В) 1=1(С- AYD- В) |, 


D 
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进而 ,有 
I(B-AXD-C)+(D- A)XC- В) | 
=l (B-A) D- C) I+I (D - AX C - B) I. 


Вр I(B- AXD- Сс) + (р - AXC- В) 1 
gI В-АНО-СІ+1р-А1С- ВІ. D 

x I(C-AXD-B)|=IC- АТР ВІ. 地 
HOO OJD. 

中 中 等 号 当 且 仅 当 (B -A)(D -CO) 
(D - AY(C -8B) 辐 角 主 值 相等 时 成 立 ， 
此 时 

a A=B) = aef- B=). > 


A.B.C.D 四 点 共 圆 . 

+ ена ИЕН ГЕ Е 
ЕГ. 图 22-6 

б 5 22-6, SABC HASADE АЛЖ уара ЫИ = 
角形 , 现 固定 全 4BC ,而 将 全 ADE ЖА 点 在 平面 上 旋转 , 试 证 ;不 论 
A АЕ 旋转 到 什么 位 置 , 线 段 EC 上 必 存 在 点 并 ,使 得 会 BMD 为 等 
FB B fE = fE. 

分 析 酌情 将 图 形 放 置 在 复 平 面 
的 适当 位 置 上 ,如 图 入 -7, 设 А,В,С 


对 应 的 复数 为 0, ae4i,y2a(a > 1), 
|АР\=1,р,Е 对 应 复数 为 e2, 72 


eta, U DB у ЕЕ АО) х 
ADNB(N.D.B 按 顺 时 针 方向 排列 )， 
于 是 图 22-7 
_ р-р _ 0-2) 
м- = (В D) 4 
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= (ае — еб): 2.6 


12 


] К+) у. 


Ke 


(a-e 


= 21а + inp] 


= 一 [2a +2е 9+4) 


/2, 
=> (C+ Е), 

МХЕ В ЕС 的 中 点 , 即 为 符合 要 求 的 М 点 . 

+ 因为 1481>14D1, 故 B.D 不 
重合 ,我们 还 可 如 图 22 -8$, 将 图 形 放 置 
在 复 平面 上 ,不妨 设 B= -1,D=1, 于 
是 

(E~ D) = (4- 0)(- i), 
可 得 Е-1-(А-1): ©O 
同样 С-В = (A BY)i. 
得 С=-1+(4 +1). (9) 图 22-8 
设 EC Hu P ЊО, 2) 

P = (Е + C) = ё, 

A PBD ЛЕ ВН AF, Р Вр ЕЗЕН Дд М. 

7 WW: AOO ЕАР 到 正 多 边 形 AA A 的 各 个 项 
点 距离 的 平方 和 为 定 值 . 

ШЕВА 以 正 多 边 形 A.A. 的 中 心口 为 原点 ,外 接 略 半 径 长 
为 单位 ,射线 Ол, 为 实 轴 正 半 轴 建立 复 平面 ,顶点 4) 与 复数 = ез! 
对 应 ,顶点 А, Аз, А, 分 别 与 复数 ,esf =1) 对 应 ,点 与 

263 


复数 z 对 应 ,从 而 


> (PA = Yiz- 


kel kzl 


命题 获 证 . 
Ж 例 ?7 中正 多 边 形 的 顶点 与 单位 根 的 对 应 关系 使 复数 成 为 研 
究 正 多 边 形 的 有 力 了 开具， 
例 8 证 明 ; 设 n 为 奇数 2m+1, 多 边 形 АА-А, ЖЕ n WÉ, 
P 为 和 和 上 一 点 , 则 
| PA 1+1 PAs I+ +i РА) | 
= | РА I+| PA, l+" +1 PA, 1. 
ШЕВ BESE ALA A. 的 中 心口 为 原点 ,外 接 圆 半径 长 
为 单位 ,射线 ОА, 为 实 轴 的 正 半 贺 .点 天 对 应 复数 *, 则 所 要 证 明 的 
等 式 即 


m 
Zk+] L 
X) ра et | - | z 一 E |, Q) 
k= Ü k=] 
т п 
241 - 
因 Lz- р У ре ра e" ] 
к= 0 =й 
т, т т 
- kal _ 
= $ lez- hl | De - уе?! |, D 


k =Ü k = 0 k =й 
| 
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= >) теі z- S) ейн (3) 
由 У. 4 Seto0, 

К гй r= m+1 
及 ,1 efti + $5 ektl = Улы: = 0. 

k =Q = m+! k= 0 
HIDEP 

| > k. - (- Уел е Уан Ф 
HOR DME, JADRAN. 

练 习 二 十 二 


1. ORE ABCD 围绕 它 所 在 的 平面 一 点 O 道 时 针 方 向 旋转 
W ,得 到 四 边 形 4'B'C'D' ,POOR S 顺 次 是 4 了 BC、 CD、P4 的 
中 点 .求证 : PR_L QS, PR = 05. 

2. 在 任意 是 西边 形 各 边 上 向 外 作 正 方形 ,求证 :对 边 上 的 两 个 
正方 形 的 中 心 的 连接 互相 垂直 , 且 长 度 相 等 . 

3. 在 平行 四 边 形 ABCD 中 , 若 AC ВР? = АВ“ + AD4, 求 证 ;这 平 
行 四 边 形 芍 锐 角 必 为 45°, 

4. 证 明 : 如 果 四 边 形 ACPH , AMBE 、AHBT、 BKXN , СКХР 都 是 平 
行 四 边 形 ,那么 到 边 形 ABTE 也 是 平行 上 四边 形 { 所 有 负 边 形 的 顶点 都 
按 道 时 针 排 列 ). 

5. 在 平面 内 有 两 个 等 边 三 角形 А,В,С, ЖАВ. С, ТАВ 
按 顺 时 针 排 列 ,从 任意 0 引出 分 别 等 于 i 访 , ВВ, С, СШДЕ ШОЛ, 
ОВ. ОС ,证 明 ; 全 ABC 是 正三 角形 . 

6. fE: ABC 每 一 边 上 回 形 外 作 正 三 角形 ABD, ВСЕ, CAF ,还 证 
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此 三 个 正三 角形 的 重心 Ст. ©з. ©з 为 一 个 正三 角形 的 项 点， 

7. МШЕ, EA ABC ЭЗЕ ж, BC 
RRR, D 为 BC 中 点 ,以 AD 为 直径 作 
DE. HH B.C 依次 作 贺 的 切线 BE 和 CF (不 
同 于 ВС), E.F AWA, МЕНН ЗЌ EF 在 
“М АВС 内 部 的 一 段 的 长 ,等 于 它 在 外 两 段 
长 之 和 ， 

8. 已 知 两 个 半径 为 1 的 圆 ,它们 的 图 
DEFF 1, 在 第 一 个 圆 任 到 点 4, 第 二 个 


圆 上 到 关于 连 心 线 对 称 的 两 点 В, 各 8a, (3970) 
АИ; 

АВ? + АВ2:>2. 
试问 等 号 何 时 成 立 ， 


9. 四 边 形 ABCD 和 4 六 C 都 是 某 一 国家 同一 地 区 的 正方 形 
地 图 ,但 用 不 同 的 比例 尺 绘制, 将 它们 重合 起 来 , 试 证 在 小 地 图 上 只 
有 这 样 的 一 点 和 , 它 和 下 面 大 地 图 上 与 之 正 对 着 的 点 0' 都 代表 这 个 
国家 的 同一 地 点 ， 

10. 设 Р 为 空间 任意 一 点 , 试 证 明 : PA sind + PB2sinB + 
РС*зї С 2.5 д арс. 

11. 设 В, В,, ~, В, МОО ВИЧ ЕТ, 
PIERRA ЫТ ХА 00 ЭЛИЗ КЇн. 
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练习 一 
g gln 2) _9'{п+1) 
. йлы 026 = m+] m 
IO" + 10 
_ 98 - n) 
E 105+ ` 


可 以 得 到 


当 n= 8 |, ay = йы з 
当 由 > 六 日 ai< м 


当 ncbi, ag> “л. 


可 知 , 当 m=8 或 9 时 ,ea ARAE: g= аз 


l _ 2 yl 
2. 解 由 [3273 ЕМЕСЕ -F 


g 
= M 


可 得 


S=- 14 — Т —, 
7 1+271+2+3+ “1+2+ +n 
oyl dl уа 
=F -1 +A -+ т) 
1 1 1 1, 1 l 
=21-у+у-у+у- кл т + l 
| 2 n 
= 2 (T nel 
_nin+]) 
3. T,= 3 ,有 
nin +l) 
2 
Ба (n + D ы 
5 _ 
_ абаж) 
= (n + 2) (а tr 
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则 


同样 可 得 ， Ps = 


4. 解 
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Š, 


p... = 1995 x 1996 
H5 = 1997 x 1994 


_ 1995 x 19% x (1994 x 1995, ) 
T 1997 x 1994 ” `1996 х 19932 123 
1995 k+? 


Раю 


— — 
— a | — 


klik +l) 
LED 


(HEB (+ 1)] 
[UG 200000607 


本 n + 1)! 
i 2 łn 


= 5 = + 
GAD. aop + 


Р, = 


5985 


1 
= 211.2 72.312.373.413.4 
1 1 J 
+ nn +1) (n + (а + 2) 
-4j — + j 
T 2-1-2 (nm + )(n + 2) 


n(n+3) _ 
Ain int 2) 


5. Ш 当 mz2 时 ,a = 5 = 8.1, ТАЛЕ 
а 一 Sa + 2529. = 0 (D 
又 对 于 性 意 n AS AKER 5,=0,5_}=0, 从 而 S =a, =0 SSE £a = 1 
TE 由 四 可 得 - 可 一 = 2, 于 是 


1 d dl _1_ 1 ... 1 1 
s. $ St Usu S.) + - 
= 2(л-1])+1=2л0-1. 

п =] 时 ,名 是 显然 成 立 .假设 有 = 上 时 ,命题 成 立 , 即 
t+ 
那么 ,n= 上 + 1 时， 


б. WHA 


+ 


+ 


2 
К+ рр 


— 
= 


= --[2Р + ko ЗЕ + 3( k + 1)°] 
l 


= y (k + 1)[2(k + 1} + 1]. 
命题 成 立 . 
综 上 所 述 ,对 一 切 自然 数 n 命题 成 立 . 
7. Æ (i) {л=1Н{,Д(1+х) = /(х)=1/(х). 
СП 假设 a= АЕ, A fa) = у(х) а= ът, 
АСЕ + 10) = ДА + x) 
= Кы) + Ka) + 2v f(ke)f(x) 
= 126 f(x) + 2 R C 
(£ + 1) x). 


n= k + 1 时 命题 成 立 ， 
综合 (| (让), 对 任意 自然 数 л 命题 成 立 . 


8. ШЕН (| )п=2 Е, 5 = а= 1,2(5,-1) =2( а + a, 一 0 =201+5 一 
l) = 上 .命题 成 立 . 


(i) 假设 n= 上 时 ,命题 成 立 , 即 
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Š + Š, + + бур = Ё(5, ~ 1), 
Й{п=Ёй+1], 
Š + Š; + "` + Š, 
= k(S - 1) + 5% 
= (k + Dls а) k 
= (&+ (Sa рр) А 
= (k + 1)45,у- 1). 
n= 下 + 1 于 ,命题 成 并 . 
综合 ( 1) ,ii) ,对 一 切 目 然 数 学 2, 命题 成 立 ， 
9, EAA {i) 当 nm=1 时 ,e+rfarl=(2a+]ife+ea+ifza+l: 
Ca at DEER at aa RE. H n = ВАЕ. 
(ПО а= КЄ МЕТ, а t (ач DH foto a tatl ERMA 
aitte y fay jiet 
= а? at + (а +1)%(а + 1)°**! 
= alatt? (a D] + (аваж 1) + (a + 1}. 
因为 altta (a + DTH a atl ER at arl ERRETA atta (a 
+1) # ТАГ a2- a+ 1 Ж ,„ п k+ 1 时 命题 成 立 ， 
综合 ( | (中) ПАВЕ Н АК n ДЕЗ. 
10. ЕВ BASE ФУ п, n 施行 归纳 . 若 n=0, 集 合 为 字 
Ж ,命题 显然 成 立 . 设 п ЕЕ}, WER. n= 上 + 1 时 , 设 和 集合 4= (а, аз, 
| 根据 归纳 假设 ,四 的 2 个 子 集 可 按 题 设 要求 
排 成 一 排 ; 4 ,42,…, Ax. 于 是 4 的 子 集 也 可 以 按 题 设 要 求 以 如 下 方式 排 成 一 
НЕ: А.А," Аз, Аз о аА Ша. а= Т, 
命题 成 立 , 综 上 所 述 ,命题 获 证 . 
11. ж 
3. 


1 
А) = 1-е = 1- z = р. 


3 4 
А2) = (їі – aJil- a;) 一 4 xŠ = б? 


D= (1- a) а 1 ву) = x = су, 
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Ка) = (1- о,)}(1- aC- аз)(1- aa) = 5 x 


n + 2 
1848 fin) ` 2(n +1)' 
用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 


DE n=1 时 ,左边 =/(1) = T hit = 1 W п = ЕРНЕУ. 


(її) m = 大 时 ,等 式 成 立 , 即 
k + 2 
К) = 2(k +1) 


fik + 1) = fk) ан) 


k + 2 1 
= AEs DLL C Tk 2 
_ —k+2 К+ 4k + 3 
=2(k+1) (6+2)? 
_ k + 3 
© 2( k + 2) 

(k + l) + 2 


2 (k + 1) +1 
即 n= k+l 时 猜想 成 立 ， 


ЯВ а) = Су: 


另 解 I0- 


__п+2 
XX n+1): 
12. 证 明 若 存 在 实数 a b 符合 题 意 ,那么 
1 
fO) = 一 — +I] = 
а(- >)' b 
即 -本 -= - 
l 4-1) _ 4—2 
А2) = — З ү +1= 41) +2224 
а 一 2) – b 
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pj Ga - 45 =- $. 


由 人 D 和 加 联 立 得 到 a= - T .b= T. 
下 面 用 数学 归纳 法 汪 明 
Кп) = 一 г +1 
0 606 5)" ç 
对 任意 的 n AR. 
(1) 当 n=l 时 ， 
1 
К) = — z T +l=2 
Cz- a) - 5 
DARY. 
(1) 假 没 a= KOREM A) = ур 
с-%)\-5)°-% 
4- КЕ) 
1 
4- - 1 
C$- 3-1 
- 1 
(- TC EO T +1+2 
3e F- +y - Ë 
EREET EESE 


453 
15, (- 20-5) 8 
15. (- 5)0- 97) +2 
_ – 10 
6-.(- C 2) +2 


I 
д. k+ | 
(- >) - 


+ 1 


= 1. 
4 1t 
(~ 5) 5 


所 以 当 n= k+l Ht, ORR. 
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根据 ( | )( | ) 可 知 存在 实数 e= = -E , b= {ЕЙ n (оЄа) = 


1 a 
— +1\/. 
а(--у)"-5 
13. ЙАН HAEE F iÉ pH. ЕТА ЖА л, ЛЕВ a,b, tE 
| (1- yt = vV a уо, Ф 
а2- 280 = (- 1)". (2) 


事实 上 , 当 n 为 偶数 时 ,只 要 取 m = аг: n HAAN, RER m = 20°, Bi 
可 由 中 ,加 知 命题 成 立 . 
当 n=1 时 , 取 aa=5=1, 即 逢 人 ,名 成 立 . 假 设 n= 上 时 ,人 症 题 成 立 ,那么 记 
= 上 + 1 时 ,由 于 
(1-42) = (1-42) - (2) 
= (ай – М 262) - /2) 
(a + 26) – (a + b) 2 
= V (a + 200 - V 2 (a + b). 
取 ова=а+25Ь,Ьу=а+Ь,Щ ор, ЄМ, H 
a? — 2bi= (a+ 2) - 20а + b) 
=- a° + 252 
=- (а? – 25?) 
= (1). 
М в, 5 ERED, в, 5, BLS PRK. n= k+1 у, OOR. 
综 上 所 述 知 ,中 ,名 对 一 切 自 然 数 都 成 立 ,因此 命题 成 立 . 


II 


练习 二 


І. Ж 10,20, = аз + ag, Pi 
2034 = аз + qaq, 
因 as>0, 帮 有 
Z 2 +I = 0, 
elg -1)(45°-@-1) = 0, 
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_ {5-1 


-1 ' 
= 了 5 选 


注意 到 ç > 0,651, $ REESS Tj a + = + aŠ atl+ q) 


а^ + aŠ  as(q + Фф) 
(А). 
2. Ж КЕЯ, = п, ор = Si = =1,24 nz2,nC NR, 
а, = Š, -— 8,1 = я - (в 12 ш 2п—1 


这 说 明 数列 |&, :是 以 1 为 首 硕 ,2 ЭЕ, y 


l ма-ма 
Гаа а а 
= аз), 
РЁ. ER- pioa у 


вз y а) + + (аа хи д) | 


= s -y a) 


y Cl+(99- -2-1) 
_ v 1997 — 1 

= =. 

选 (B). 


3. 解 SARH оС -1,0)U10,1] 时 , lim те г = ФЕ Ц О< 141 


< 1A} lim(— posis ,可 得 g = 2а -1. 于 是 a€ 0, JU, 
1). s к. Үт = 了 得 a1=3, 选 (D). 
4. 解 ” 依 题 设 , 有 
s = 4") 
1-9 
S a (l ~ Ф") 
Jm 一 1-4 1 
Sm l-g" _ l 
故 Srm 1 - q?" ] + q" 
[Š a 
Be =3. 于 是 


ç _ (Е 42%) 
Ат 一 1-4 


_ ке + q" + q2") 


= S (l + g" + 02") 
= 1611 + 3 + 9) = 208 
5. 解 1 р fis tTa (D 是 公差 为 4 的 等 数 差 数列 , 依 题 设 有 


Gl + аз + '`" + G, = 100, 


— i 一 
Bü а? +(п-1)(а +4) + 02-1008 - 2) ла < x 4 = НО, 
化 而 得 а? + Ín- l)a + i277 - 2n - 100) = 0. 


À = (n 1) 42a? - 2n - 100) > 0, 
EU 7л? — бп 一 401<0, 解 得 二 (3- V 2816) ns (3 + /2816). N 8 < — (3 + 


> 2816) <9, 所 以 rn 只 可 能 是 8. МИР: —4,0,4,-- ‚24 满足 题 设 条 件 , 故 n = 8 
为 所 求 ， 


б. Ж Riana, | E EX, 故 v = 224 - апа; „ВЕ sinf а) = sinay "паз, 


апар япа; 
有 -六 [em(o - az) — соё] = 一 地 [cos a, + аз) — cosl as = al]. QD 
XBi mi З], A 2а. = a + t, a- ad, AOFI cos2d = L ETA d 
-Ww kE Z). TE, 


sinay sinia; + kr) 
# = зма ` Sina, 


КН И апа, А Н = +1. 
7. ж ВШ ahb g M SP [11 ant 是 等 差 数列 ， 


= (—1)*, 


所 以 za = а + аз, а= 1. РЖ, а= l- 4,аз= 1+ а. R (T) + 


(9) ШС) sA -Agea (91-4. 174 
得 4-(24) — 17: одон d= оа d=2, 3 d= - 2, a = 3, а, = 3( п 
– 1)(- 2) =5- 2п; 24 а= 26|, а= - 1а, = - 1+1) х 228-3, 


8. ШИН 依 题 设 ,有 2 = atc REEE, oj 


25n = sind + sin 
275 


. B В А + А- С 
etsin > cos > = 2ып 7 соз 2 
因 om = ып AEE йа 2 = cos 全 下 .于 是 
соз 4 сов < 
со 2 4 он 2 2 
? 2 „ш 2. віп С 
2 2 
А+ Сб А+ С 
sin 5 sin — 
Z A. C7 l, А+С A-C 
sin > Sin > — 可 (cos 7 -e g ) 
В 
- os 一 
= 2 = 20а 8. 


sin 2 — Zein 2 

所 以 ， са 2. cot —— > ‚са СЕЗЕ ГА. 
Ч REMY a ag l a ag ag, ERRA 211 且 各 项 为 正 整 数 ， 
显然 q 是 有 理 数 , 设 4= 方 (c,d EM), FE а= ked. HEMRA k = 1, 
A dit Фен Ёо к d+ t= 211, c, d 都 只 能 小 于 4,¢, d PEE LEM, AA 
-个 为 1, 那 么 另 一 个 满足 w+ 好 + 妈 + x+1= 芋 = 二 -211, 无 小 于 4 的 正 整数 


ВШ а= Эй = 2,2329 +32 0. 95243-11. 00 8 =2' + 3223 


34 = 133. 
10. 证 明 不妨 设 公差 为 4, de N. 有 ax, s= ap- sd. ПН 5= ар >1, 9 
ам. = ayk 1+ DAAM. 


11. 解 车 存在 数列 满足 条 件 , 设 其 首 项 为 1 p АН (1). 于 是 二 = 


1 


20 рок 2+ +1, ОЗБЕК, hz0 时 ,24-! 为 奇数 , 即 k= t. 


1-27 
此 时 2 = 6, PH $E. 
12. 解 (1) 原 度 为 a ВРЕ ЖЕУ г, 的 轧辊 后 厚度 为 gf1 — г)". 


为 使 输出 带 钢 厚度 不 超过 О, РУАН АТ S LART А ЛИЙ ДЕ а(1 ~ r.)" 
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В.) Ша)" 0,2 >0, 对 上 式 两 端 到 对 数 ,得 nlg(1 - 


АРСЫ; lz(1 - r) <0, 所 以 的 地 
(2) 第 3 对 轧辊 出 口福 点 间距 为 轧辊 周 长 ,在 此 处 出 口 的 的 两 病 点 间 带 钢 


体积 与 冷 轧 机 出 канишна, 因 宽 度 不 变 , 有 1600 = 14:01 - 
0.2), ВЕШ Р, = 1500 — 2001mm). AA 1, = 25. = 2500( mm), Li = 22 = 3125 
A Im RMF 


轧辊 序号 上 
EMME (mm) _ 3125. 

B.W (1) A = a, 数列 | 1 是 公差 #0 的 等 差 数 列 ,所 以 б = Б + 
(n-—1)d,b,- 1 = bir (n- 2)d(n>2). М. 


ар + 203 + U + па, = 二 n(n + 1)b,; 


ау + 2a,+ + (n — Ha == L (п - lb. |. 
两 式 相 减 得 


а, = эу [(n + Db, (nl)b1], 
Ш ъв=--|(а+1)[+(л-1)4]- (a= D[bi + (л-2)4]! 
= h + 248-104 (n>2. 


s= 1 时 上 式 也 成 立 .所 以 由 = bi + (n = D:29 RA а, UE 5238105653 
数列 . 


(2) 焦 题 设 ,ai = 6,50, 050, lim S = im (n „2. 
аһ b + y (n- 1)d 
14. ERA ELETE. Т) а, | 成 等 差 数 列 ,公差 为 а, 
1 1 | 
. + + 
ар 一 d б 一 йз Ha -4 — 0, 


_ n=l1 n-l _ (n — 10 


——d а-а, ар — G, ` 
n — 1 
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必要 性 获 证 . 
再 证 充分 性 .= 35], —1— +-—1— „-#- 
得 {ар— а) = Ala — а)(ау- аз), 
即 [(a, a) + ax — 03) 2 = Ka- о) (0 – аз) 
elle - а) — (a, = а3)]? = 0. 
АХ a- a,= t- as, G|, G. G, 成 等 闫 数列. 
假设 n= 时 命题 成 立 , 即 а,,а›, е, aj AFERO ARZA d, E. 


1 1 1 (天 -1 А-1 
十 + :+ 一 一 = = —. 
2 一 пу— дз Bp-i 一 G, бр 一 a -d 
Ш a= +18, Е 
L И 1 ñ 1 _ (#-+ 1 - 1) 
| 一 dú ü: 一 аз чу 0 а-а) H Ga 
А k - 1 1 k 
得 -和 


化 简 束 理 得 
(k- 10а - a + d(k l)la- aa) + Rk DË = 0. 
因 丰 -1>0, 故 
(aí - ap)? + 200 (а - а) + 620 = 0, 
В (а-а) + О, ТО aaa =a + ТСЕ+ 15-1) 4. ау, ay, 0p, aga) 
成 等 差 数 列 , 综 上 所 述 ,充分 性 获 证 . 


练习 二 


1. Ж КА, b+d>b+c>a+d t Б> о, Ха-е= й -<с-а, 
0119 асс, d> Б. b> d> e> a,W (C). 
2. 解 Placbh<c < d, i 
у- х= ah + ed ac- bd = (а — d)(b —- c) > 0, 
т-у = œ + bd- ad- be = (a - вс d) > O. 
ПТ .х< y< z. СА). 


3. ж B>A,C> DERA аЄ (9, 六 ), 故 4-D=1- a L -= a 


p— 
+ 
= 
+ 
з 
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rs 1 үи _ор ll. зу _ 
-а-@)=ү 12-005 kYl>0 Z C- Ве 1 Q (+ aD) = 
J-(1-a)(1+a2) а) гах 

го = р (9 -a +1)> 0. ЕСА). 

4. й “asb cER авас ,0< 6 1,02 <1,Ж{-®)Ў + 


z 
(ty b. 813. ADER. 


£ C 


маъ В+ е= 18, а? + bt et t+ i b + с]? 
3 3 


22 (ata bP + e - ар — w- ooj= 二 [Ca- b +ib -e (е а) 150,0) 
H рх a БЪ0 ере 020,92 >r 3 а> b > 0, 

p_a b - 

о ЕЙ, 


H a> р, Д = 4а - 4р > да? +401 - 20) = 4а – 1) 0) ЕЛ БАН ЗЕ 
Ж. asosl 时 方程 为 х°+2х+1=0Я3ЗЕ {Н НАЙ R 20> btl Н, а, 
ЬЄВ,2а> btl ЖЛ ЁН ЗЕМ ЯЛ {Н+ ЕЖЕ ЖЄ, УТЕ СС). 

5. ШЕВА Katt balat ЗУ 20а + 00) (а + Б), Х athl, 

m Б^ > 100425 _ +: 

6. 证 明 HIO<a< 1, 50, а > 0,48 

g" + a > 2 V ae = 2a ， 


ор, Са + а) < log, (2a Y), @ 
x Jog.(2o T) = logs2 + =, @ 
HA x2 + у = 0, 
有 + 


由 全 ,四 ,多 部 得 所 要 证 不 等 式 . 
7. Е РЕ 
ваа 1) ә 20а + a2 + £ moly, 
这 可 让 [4 
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Ж k= 12, n 1 相 加 得 到 . 
8. ШЕВ 先 证 ате с абр". Г gk = T. аі" + blg - blg° – alg’ = 


lg7, 即 (ce- 5) (ра – lgb) =l1gT.Hi T a- b 5 lga- lgb 同 导 ,所 以 16720, 8р T 
:1. 故 ab > а? ° 同 理 pic x biet, с'а = cas. =н аа} 2а. аё * рса 
+ 进而 有 ajab35 (арс) 06 BH], ас > (abe) + _ 


9. 证 明 不 护 设 0<p< чт. ӨШ, reM 


1 1 
Р+ф+т— pr = p+q- 2 (p+qr+ y(p' + ф) нж т 


=-7-(*-4 5 +4г-1)+2 


- 2 (r= DCA + 27 1) + 2 = 2. 
当 r= = Lp=0 时 可 到 等 号 
10, WEA {х,у R'EJ, (х+ у) =4ху,н]1$ 


„хү. 
x+" 


对 于 RE Zonin), HODI 


1 
= 44937). 


һ m b ] л 

所 以 t _ NY 6) _ 1 ， 
д^ ЕТУ 
э _ G _1 ч 

HI — а + br = 2 让 1 Ti 


11. WRR 4=3 时 ,> 中 ,假设 t (Е) Ш 

(k + 1) kalj" А к! 

тл = (à + DÍ | > (+ DGS = TE D: > |， 
Ekl tka DEt., 

12. 证 明 (i) n=] 时, 不等式 显然 成 立 .( i ) 假 设 n= 上 时 不 等 式 成 立 ， 
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Вр 


2 p 
l+ a? ptn y a” D gp aee аі) 
Ik 


а + q + + ort! 1+а+--+а 


_ ETSINEET ASAE" 225} 


all + a? ++" + a”) 


I+ G° 
= —— x 2, 
п 
ш l+ а? + б gatti} 


atal а + al 


a + а? + y а?! 
I+ а? + + a” 


、 2 k _ {k+]l)+l 


k+l ` k+l 
5 n= 上 + 1 时 ,水 等 式 成 立 . 
综合 ( | ) СН ,不 等 式 对 一 切 自然 数 n 成 立 . 
1З. WERE 《imn=1 时 ,由 0<tsl0sxr<i 知 


(1+ x)! g£ 1 + x < 1+ xš 


> 2- 


命题 成 立 ， 
(ПЛ) 假设 = 大 时 命题 成 立 , 则 当 n= 上 +1 时 ， 


(1 + 3 二 
TE 
= {14 —— L. ji а. t 
( + | ин а) {1 + | + + х) 


| 


Пт 


таана) 


= (+a 
«кв в dpal k apd 
= 1+ +` + Kirke (k + 1515441 
ВТШ, а= + 1 时 不 等 式 成 立 ， 
т ЕТУК, КИЕ. 
14. 证 有 明 Е b’ -4a > 0, На, Б, cE, H 52 – 4ас1, AIE ax! + bx + 
є = 0 ВОН n 满足 lz 一 x1 = Vv 82 jar z 1. AUTESSA хо, x, = 
x. s= хр, BH. ох + by + c=0, Pr ЗР. 
28] 


15. 证 明 8 те 1-2], п 1], ре], 
a= 7т+ r (о жоо губ), 
a= Sn+ r (Ü <= r, gt), 
a= 3p+ гт Üg r = 2), 


ЕН х15+@ х 21 Gl x 35 19 
а = lÜ5(m + n — p) + 158г + 21r; — 335г. 
Ят m + n — p= 2.0) 
=105х2+15хб+21х4— 35 x Ü = 384 
与 а:=385 НТА. m + a — n> 2, 不等式 获 证 . 


练习 四 


І. ИЕН Е, Е 
а-а - (a —- 1) = ©, 


HI (а- бат ка oe + a= 1 = 0. 
Harl от! ат? +a 1 = 0. 
T Е = an! атс +a 

> (n - 1) а la = (n 1) V an, 
Ёй n < (п 1), 


2. ШЙ RETEA ЙТ 
istn+l) _ ün + 2) 


lan > (n + 1)' 
即 lgn (п +2) < ил + DF 
因 Ign lg(n +2) < [BAe L ааба + 2010 
H. lgi nin + 25] < WS 
所 以 gn: lg(n +2) < + Dela DP = а + DP, 
OAR. 


3. 证 朋 idd= 2028210) 


I 
2 dn 
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себе 


T 
(2) 
D 


3 5 2n + 1 
А (2п+1) = 5 "` 4 кш > 1, 


Tl 2 


=> —— + ——— 
T X| + at TL X (+ л + '" + XA 


=— 
= 


5. 证 天 


44-1 Ж 
а е а —. |, 
X, + ta 十 + X⁄ x | + Xa + Г + Зз 


Х| +; 


一 一 + 一 一 
t| + x Xa + X} 


Xa 一 上 Xa 
十 + 十 
Ха-1 + X, Xn + X1 
*2 +3 
(-—®%®—)у+(1-—®—) 
X I + x Жу + Жї 
x X] 
re +Í (| - —— + (1 - ———) 
Xr-1 Ün Tn + Х| 
Жә х Xx Х| 
п 一 — — == 11+ — +— 
хр + Ту X> 一 Ха Xa-1 + X, хр + Х| 
( х7 Хз 
ER 
"ч XI T+ X + Ф X. yt X23 + ' + Aa 
Ж Хү 
po а а е) 
x, + X. А Жү + X> + С + X, 
n — | 
因 аз 0, b>0,c20,% 
a 
l+a 14b l+ 20 2b дс 27 
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 lx=l]+a,y=l+b,z=1+ е, M] 
х+у+:т=3+(а+ + с) gó. 


于 是 1+ 工 + 二 二 了 
® x x 
1+5. < 2, 
У Y У 
IŽ” 6. 
< z 2 
三 式 相 加 可 得 
y К z у х žy 6 6 
у tty tit ty + 
注意 到 + 
x y y z z x 
д1 1 1_ 3 d 1 I 3 
代入 上 式 即 得 二 + 了 + 了 关 了 :所 以 [+T+E+THE > 了 
б. ER 设 a=4+8308>0), 则 
lga — |3 р 1864+ 8) -lgt 
-le 7 |4 
53 
wl + È) (1 +5) 
7 4 б" 16 
аг igo 
Ó ó 
_ l+ 2 + 16) 
= 16 ‚ 
ву 
月 а-2 | 02+ ó) - 1 В+ 
l 一 1р2 ü lg? 
: Š 
letl + > + Të) le(l + >) 
Ш.Ш, , 
r 12 
Ж 
lga - lg3 lzta—2 
Ë 
т 4-3? 12 


7. WRA х= rcos0,y= rsin0( r >0),Z p= тир 
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‚ Д( 


г сон! Віт" +" 
P = |, дә + si) E | + г 
(1) гет, tn ea l+ 8 pel; 
(i) 330=<r<1B8], tm <1,1+1 ny 1.8 p< 1. 
е БЕЊ, р<1. 
8. ШЕН а Е а 的 一 次 函数 ， 
Ка) = (5+ е)а+ + Са < 1 
ВЕБ с 0). ВА (1)=(b+1)-(c+1)>0,/( —1)=(Ь—1)(с-1) 
>0.Ка)Е @#&—ЖШБ.Н SNO Desis OR 0-0) еба) ж f(1), sy 
不 等 式 得 证 . 


9. ШЕВ Ehf xt- gyt р 2.2, pretr AKARANA 


的 A4BC, 因 46+ BC > СА, 好 得 证 所 可 证 的 不 
FR. 


10. 证 明 ”不等式 等 价 于 证 (a+ 一 六 + 人 
к) СЗ EREA АСа, DA BUO 一， 


{2 
А А 
-十 ) 的 距离 ,注意 到 a + b= 1, 说 明 4 点 在 直 
线 *s+Yy=1 上 , 因 4.5 两 点 距离 大 于 等 于 点 号 (Жой) 
到 直线 x+ у= 1 ВЕ, АТИ 
I 1 
[— + +1! 
а b _ 1 a+ b ОЕ Я 1 
ГАВ ————— "Ë+ Р" ). 
XH a+b= 1 易 得 一 > 4, 所 以 141> 方 成 立 , 命 三 获 正 ， 
а – b 24 
11. ШЕҢД Е /(х)= — „(а> һ>0),И /(ж»)=1-— у= 


1- ,性 了 xx zx; 有 


С)" 1 
o< С )% +I, 
2 > > ‚ 
(жч +1 Ср) 
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G asl TALSI 
HAE Н EAR AR, A 05) > 502), BBIS8KBF AS ER. 
12. 证 明 ”构造 二 次 函数 х) = арх tbx + cr 与 а(х) = аза +205 + 
cx, i а; > 0, ас 52(1= 1,2), WA f(x)>0,z(x)=0, 
Вр ax? + 2biz + су > 0, Ф 
азд? + 20,5 + су; O. (2) 
ti rE RERS. 
将 心 ,外 相 加 ,对 任意 实数 x 都 有 
{ор + аз) + 206+ Б) + (cÚ + cx) > Ü. 
H a + о > 0, A 
4(b + h) - 4(а, + а) (ер + es) = Ü 
al! (or + аз) (е + o) > (b + ba). 


13. iF BB A x = tana , y = tan ,= tany, 且 ,ep,yE(0,>), 依 题 设 ,有 
sit” z +asn8+sny=2, 进 而 可 得 costa + со B + сов y = 1, 根 据 柯 西 不 等 式 , 知 
2 = {sina + віш + віну) (сово + cos f + cay) 

> (віпасово + віпбсов + sinycosy )? 
= 二 (sir2a + sinf + siny”, 
于 是 sinZa + sin28 + sin2y < 242. 
根据 万 能 尾 式 ,由 山 得 


tane | tans ww 
| + taña ` 1 + лайв“ 7 =, 


即 得 欲 证 不 等 式 . 
14. WERA х, = kirt xt xa), кайту k= l,x;yx i> 4. Ж K 
等 价 于 


(1 + k)š( x; + xs 十 ха) = 4Ёхзхухд\ ху) + хз + xa), D 
ЖАНЕ (k) = Ё + (eka EREK, AT 
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Utk} k++? 
dk 


(ху + ха + зд) = 4 (ху 十 33 + Ya) 
3 + + + 2 
3 
= 4 ' Sx = 4x; ч X22314 
AOAR ,证 得 所 要 证 的 不 等 式 . 
15. 证 阴 
x = | Хіл 
У + X;, 132 x хр + Xj tiga 
1 Е: (1 = := n), 
i 
这 里 Жыз 三 
A xi 
С Yi = ann Ү; >0,% 
yiyz y, = 1, 
TEA S S ТВА УУ 
nt ] + 1 + _1_, 
l+y l+ y; l+ y, ` 
д: 1 1 
Ж АЯНА l+ l+ y I+ y 2! 
НО LFE O< уру 1615 J), ANA 
l 1 2 + Y, + Y; ]+ yi + yi +] 


ry ley (l+ у) Ову)  1+ y + y + yo; > 


根据 全 知人 @ 成 立 , 故 不 等 式 人 得 证 . 
练习 五 


1. EA (a+b) = а? + 2 + е? + 2а + 2ас + 26 


= (а r bp c2 + ab + be + са) 
+ -È (2ab + 2ac + 2) 


= (a? + he) + (b? + ca) + (с + ab) 


© 


@ 
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+ [Cab + са) + (be + ab) + (be + ca)] 
> 2a vbe + 25 са - 2с / + > 
[2av bc + 2b Z en + 2e Zab } 
= 3(а /be + Вуса + e Zab) 
上 述 不 等 斌 两 端 同 内 以 3 即 得 所 要 证 明和 不等式， 
2. EBR ”不妨 设 gb c>0, 若 428+c, 则 不 等 式 得 证 ,车 a < b + с, W 


( 一 再) + ( - с) 
а = “+e Š > 2 + b £ > v leta- bta+bh- с). 


同 理 bv Б+с-а)(а+Ь- е), 
£ = v {cra- b)j[b + e а). 
ZAHARI. 
3. ER # x,y PRAO ЫЕ. ЕИ, x? + у + z! = 3xyz, Z= Wq 24 
542 22. B х.у,в 中 必 有 两 个 同 号 , 设 为 x,y, 则 
f = [( x° + уг) + (x2 + ху) + {у + ху)]? 
> З 25у + rilat у) у(х + y) = eyr. 
4. 证 明 DATEX 


1+ 
1 
(1+ п)а — 1 < 


_1 1 
1 ltag t= + +n 
Вр (1+ nja < ——— 一 


анон! 
t t'u + tn 


П 


(aD ADe n) 
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= /n+1, 
所 以 ,不等式 加 成 立 ,命题 效 证 . 
5. ER RARR х>0,у;=0,х;=0. 


хү + 2уд + 2ш 
<-1-х%+ ra 2. E 
= 2 2 +i А 
1 1 2 
= (> + А) + Су + A)y + >=. (D 


каа as 1 (35 - RADIT. 
б. ШЕ 根据 柯 西 不 等 式 . 有 
[lal + bi) + (а; + b) + """ + (а, + b] 
z 2 2 
a 
ет da + b. T t an+ Ь_1 


> (а + а + + а„)?. 


于 是 а 9 pn g 
а, + È) о + b, а, + б, 


бар+ о + "` + а, )? 
2 (G + h) + (az + bs) ++ (G, + ba) 


_ _ (ар + ор + + 6) 
T Catat +a.) + (by + Вока б)” 
Ej etat +a = bi +b, + +b = 1, ВТ 
аї аҳ а? 
ар +b аъ а, + b, 


7. 证 明 (Dri) [бер +) жазана) 
Sn) (rt x) + w+ + x$ J 
={(п-1}{(ж + it +1 tlra, 

М А < 
n =! 
BT LI 4<2xlxa: 由 对 称 性 , 知 A< 25а (1 i=; =n). 
8. ШЕВА MUERA, AAEH 


(xit x+ д) (а адвод), 


а, ау @ 
中 + пет 
di + tts 3 + 04 21895 


аі + ay+ "U + 92у 
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=> (a) + as, + ' + m). @ 
根据 柯 西 不 等 式 ,有 
[ааз + as) + (абаз + ал) + + оба + @)] 


i] аз i 
+ 4 
йу + Чу аз + а йү 十 t 


) 


> la + ax ++ а, )?. е 
НО, DH, Я НАТЕ Н 
2(а{ + а + + аг) 
= ораз + оз) + а{аз+ a,) + © + оба, + ар) + а, (а + as). 
H (а ~ a)? + (a, - ma + (а, = a > 0, 
(ар— аз) + (аз a) + + (a, —- аз)? > 0, 
K aly a + б + ата про + айу+ ° + йй, 


ai + aš +“ + ат > ораз + азда + ` + G.G. 


将 上 面 两 式 相 加 可 得 由 ,命题 获 证 . 
9. ШЕВА 先 证 明 ">0,8>8 时 不 等 式 成 立 . 


м Ü < x = r, = `"" = х, 

] ] 1 

І 一 一 
则 x 0, 
于 是 Ü < ñ = x < "` = x), 


根据 排序 不 等 式 , 有 
ЯК Се + д Сб ай Ly 
= (1) + аб ` (1 уе + + xÜ, (1 уа, 
2 T3 А 
u ОГИ ИНЕ 


同 理 可 证 о <0, ВОН ASS 1. 
10. 证 明 不 妨 设 ар Бр M а е 2, Н. 
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根据 排序 不 等 式 , 有 


aš bš е? р? e a° 
有 cC +G a+b’ D 
а? b: г? е? а? b? © 
bct е+а ab? В+ е гъа a+b’ - 
Droi 2 2 1 1 1 2 2 2 
а? bto с р + с ежа а + Б 
тарар aab bc T с+а arb. D 
М. (b + с)? 205 + с). 
b2 + е? Ë + гс 
ш b+c 7 2 ` 
+a с+а 22+ÜË а+ь 
ВЕС. ста LAE aib л бн 
2 2 2 
2(— + =) 站 十 让 二 ee 


b+c c+a ач+ б 


ВПУ КЫР ЕА. 
11. ШЕ i А; = ааа, уа, 1776, (ií = 1,2,…,m), 和 根据 排序 不 等 式 ， 
我 们 只 须 证 明 以 下 情形 W bhata Б, A A." > A, A 


bidi + БА + + hA, eT sat (n 2), (Т) 
由 于 Da 5р, d+ b+ + hh eps 


bA; + bA + + БА 
= БА + (+ byt'" + b,)A; 


= bA; + (] - bid. 2) 
x pÀ + (1 — p)À; — БАр (1 - &)А, 
= p. À, - Аз) ~ bl- Аз) 
= (р — &Ь)\А,- А) > 0. © 
HOQ) ФЯ 
b (Á) + dada +" 6,4, = pA + (1 — р}А, 
= р\А + A). Ф 
Е 33N A 


A, + À; = ауар ala, + as) 
= С + азж а.) 1). (н) 


п. 
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注音 到 ao+az+…+e = 1, 6) 
Н), О), ИО), СЕА ДУ. 
12. WHA | xy- ab | = ! (xy - ya) + (ya — ab)! 
=! xv — ya |+] ya- аб} 
=} у\х- а) |+! а(бу— Б) 
= рух al+lally- 51, 


N 
к-а zp lrl< MIy-bl< ур], 


М. lal: s 
2M t lal ` 


故 laxy- ab | < М. 

13. WERA 依 题 设 .对 ERA 
Ах? + Вх + Ü = аах? + (aba + ah )x + b ba. 

PTL A = ааз. B = ab, + 0221. Ü = hb Elala h , 1А, бге 1,2), FR LI 


[А | = Гааз 1 АА, | Cl] = АА, | В| = | пау + asb | ж | a bzi 十 lab i | = 
2h h; 从 而 Hes2h ha. 
下 面 证 明 左 端 不 等 式 . 
(D 假设 al = An lb l= h. 
' А . hih 
CI) ын» Н.С! = ТА bl > 2725 
(À) le > 时 ,AL = ога > ЫЎ; 
. h h 
(Ñ) н! ж 7 als М, 
| B |= l ab; + (b| |>! ny b | — | аз b| ] 
h ñ h h. 
= hih ~ 4 > 5. 


FEART HE, H | al = kz, l bl = hi 时 左 疹 不 等 式 成 立 . 
{2) 1а |= h.laíyl = h, Wi 


hyh 
HalAl=teml= hh > 2 


2 ' 
HA.: bil = ki, l bal = h; 时 左 端 不 等 式 成 立 . 
综 上 所 述 , 所 要 让 的 不 等 式 成 立 . 
14. 证 明 ”假若 对 于 属于 区 问 [0, IEEE x,y A 
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ху = Ак) - z(y) 1 T, 
则 100-9) - 0) 1< F> 


11х01) (0) | < 


Ы 


|0Ох1-Д0)—- р) l < 


l 
4 

1 
4 
1 


[1х1-Д1)— g) l< +: 


于 是 | [0 - A0 - g0] - [0 - A1) - 2(0)] 
- [0 - 0) - g(1)] + [t - 1) - g(1)] 1 
a10- #0) - 200) t+10- A1) — 400) 1 
+10- 70) — g(1)i+11- #1) - gtl) | 


1 _ 
< а х4 = 1. 


BERAWA 1, FAAA , 故 命题 获 证 . 
15. 证 明 іс as= а, 
EE °" G, = Фуу» 
G. 1 Gj а, < 0,1. 
nj hL. Др, ДЕ Sie ЖЇН Б, а, arnt а, HERAK, ETARA — 
半数 前 面 带 有 ”+ "号 , 另 -- 半 数 前 面 带 有 ”- "号 ,从 而 
ЖЕЙ =< 2101992 + 1991 + -e + 997) — (1 +2+-. + 9962) 
= 1984032. 
上 式 等 号 是 可 以 取得 的 ,如 
| 1992 - 1 1+1 1- i99] |+119% 21.12 – 100 1+ … 
+1 997 - 996 |+| 996 — 1992 | = 1984032. 


练习 六 


l. 解 ” 恢 题 设 , 有 


293 


20 — 5x° > 0, 


a — x > 0, 
20 5x? > 10(а – x). 
ВП -2 < x < 2, 


x < а, 


1- /S-2a < z <1+ /5-2a(a g>). 


KER СЕНЕ ¿= !, 应 有 2< a s< 2. а Й, a=2. 

2. 解 ”不等式 可 变 为 

4 – (2cosx - 12 + 4 + a? < 20, 
BD а? > (2совх – |), Ф 
= 16 + (2совх - 1)?. D 

注意 到 O< (2cosx - 1) <9, KER, pu r a2>9 Н а 16, аЄ[- 4, -3] 
U[3,4] 

з. М A,A 


а? 


k — sinz < K віх < 1 
对 一 切实 数 а 恒 成 立 , 即 
2 


| k — sinr = ËE'— sim x 


kt вих = l, 
K — k > sirs – sinz, (D 
= 


É 1 + віх. 0) 


H T z+“ R HJ, 
. еа іу 1 
зї х ~ sing = (sing -全 -g> 


Н - 1=аіпх «1, й 


- + g sinr — sinx < 2. (9) 
H 0,0,0 9 | 
k` 1. 


解 得 上 = - 1, 上 的 集合 为 i - li. 
4. 解 BA qa 关 0, 不 不 等 式 可 变 为 
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lax? + 2(2ау – y — 1)х + (2ва-—1)у + 1 > 0. Q) 
TARAR ЖЕЛ 


| а > Ü, (2) 
A = 402ау ~ y- 12 - 4: 2а[ (20 - 1)» + 1] = 0. D 
DA ЛЕУ (2a —1)(y+ 10. 4) 
HO, OM а>. 
5. Ш 1- mg- 
1+х 
-t+x-l T 


кт = ПЕЧ: (мъ) 
Т СТОНЕ ЗУ, б 
1 1 


"2 1+х 1 +х+1) ахуе x 
1 1 
可 х) = xz [0.1]JE , 0) = 一， 
显然 函数 (х) Тууу? JERAR т g(0) = + 
6. Ж 24. 2xr — x2 м сх d 


SH + 2x - x° > cx + d > б. 
ERA у= 24 + 2х — «2 А, БЕ БАА 020 - 2,5 的 两 点 А. А, 
402,16), 805.9) E4 AB 的 方程 :y= - х +14, Ер у= ex + 4% @ 
Hfi .=1,0- 14, FË е+ а = 13. 


7. 解 5 t = окко, ta = logon + з = овы 2. 注意 到 加 > z, > а> аз 
1 z 
>. г >0, >0,4>0, 题 设 不 等 式 变 为 
(arnan atat) > k. 
l 2 їз 


BI (ажоо) + + + +.) > 9, 
当 ti = b= з, EI хрз 31. Х7. Хз МЗ ДЕЗ ‚ЕТЖ k 最 大 值 为 G, 
#8. 解 ” 依 题 设 ,对 所 有 正 整数 上 ,有 


Ё +2 = 1991, 


Вр kt- 199187 + n > 0 
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1991 _ 19912 
(Е — 190 )2 + 


Yren, e- BILT (2 _ 1991) gsl ЭР, БП s> (1991 


5) = 1024 x 967. 52—778, Kè + [+> ] 的 最 小 值 为 1091, ЕЕ k. (Е 
得 
& + = < 1992, 

EI (k? 996) + n — 9062: < 0. 
34 k= 32 6,042 – 09632 达到 最 小 值 ,有 n < 9962 — 282 = 1024 x 968. 

综 上 所 述 ,所 求 正 整 数 n 为 1024x967+ (i= 0,1,5, 1023), 

9. Ж ПЛ ТЖЕ. 

а,Ь,с) = 0 40а Ва озь e)(a,b,e€R°:) 


的 最 小 值 , 记 d= 二 (e+ b) A 
Аба, Б.с) > — s + c). 


„4. {з вм 


== 


— (44 + с) 
= 4 一 + 819044 + с) 
= 44+ +64+-© +257) 
> 4(2 х 16 + 257) = 1156. 
МВ а= 5-4 时 等 号 成 立 , 故 koa = 1156. 


10. 解 ” 两 题 设 不 等 式 依次 记 作 外 ,四 .由 加 知 m<tz - m): + (y - 12, a 
Ву х= т,у= 1, Ш т<0. 


将 љ<оЌАФ, A 
2со82(х – у) + Bmcost x - y) + Sm( m + 1) + 5 > 0, 
Bp Асов (х - y) + 8тсов(х - y) + 8m2 + 8m + 3 > 0. D 


Їр t = cos[ x — y) OAAR RRA 
Л) = 42 + Bm + Bm? + 8m +3, Є [- 1,1] 
注意 到 т< 0, КЕ ФЕН зл, ЖИН ИЖ m Wi E 
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А = йт? - 16(8т> + 8m +3) < 0, D 
或 不 等 式 组 
КА) = 4+ Sm + Bm + т + 3 > 0, 


Em 


-3x4 1 
(BmI? - 16(8т2 + 8m + 3) > 0. 


HORB т< 0 т> - 寺 ,由 不 等 式 组 @ 解 得 - 3 < э<-1-*У. 


综 上 所 述 , 取 值 范围 为 (- e,- 1 只)U( -二 ,0 
ll. 解 ”将 所 给 不 等 式 改写 为 
А(х- у)%?-(В- А- С)(х—-у)(у-—:) + C(y - 2) > 0, 


令 tsiol ERREA 


АЗ —{(В-А- Сн + C > 0, (D 
由 对 任意 实数 上 成立 的 充 要 条 件 是 
[ 
A= В-А- C=D, 
— — z _ = U; п 
(B - À - С)? - 4АС = 0 或 | 


Hi A>0, Bz0,C>0,42+ В? + С22(АВ + ВС + CA) 
12, Ж ”不等式 对 一 切实 数 *,y,z 恒 成 立 , 等 价 于 
x? — 2( усоза + zcosy)x + уг + 22 2yzeos8 > 0 
对 一 切实 数 x,y,z 成立 ,也 就 等 价 于 


1л, ome ү көй (p12 алаф 


= 一 ysi a= + 2yz( созасозу + cosp) – Zsi y = Ü 
对 一 切实 数 y,z 恒 成 立 ,也 就 等 价 于 


l, = :2(совасояу + cos8)2 — "sin osin Y 


4 
= Arcos tht Y A ht Y сЕ = аз B+ 7 < 0 
或 sina = cosa cosy + cosP = 0 对 一 切 正 实数 z {Н ДИ. 

综 上 所 述 соя а+б+У, os EEY oos THEY oog — at Et 0 为 所 求 
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充 要 条 件 ， 
13. Æ 当 2<e 时， 
ах} + аухй + + алд + Xxx; + 24503 + + 2%, 
> xT + 2x3 + 24+ t 242 + 2хрху t + 25153 
> (x+ x;)2 + (рф а) + б + (лу + X.)2 + 1 0. 
H х,о, PEAR, READERS 5, ЩЩ x, + x2 = x> + xs = '"" Z a] 
+ x, = х= 0,80 x = x,= "= x, = 0, ФЭ. 
以 上 说 明 а,=2 是 题 设 不 等 式 成 立 的 充分 条 件 
E a= a= lH}, 2 zy. = x = = x = 0, 于 是 ， 
азах? + G2x5 +” + ах, 
+ 2x|X>, + 5+ ZX, 135 
= x] + xŠ + 2x| xa, 
= (x) + nF. 
BE rsl, n= – 1, ЕР О, АА, a,>2, E EB U AA SF XI WRENNER 
数 ху. о.о, ДЕЗЕН ЗЕ]. 
综 上 所 述 ,aa 2 为 所 求 的 充 要 条 件 ， 


练习 七 


LE 不 难看 出 (*,y)= (2, -1) 是 方程 3x +5y= і 的 一 组 解 .从 而 有 
(х,у) = (2x 101, - 101}) 是 方程 3x + 5y = 101 的 一 组 解 , 于 是 它们 的 全 部 和 解 为 
aD 由 as -Meis - 34, it t PR — 40, 
-39,0 -M Ж) ОФ ARIE m Ж ОЛЕ (32,1), (27.4), (22.7), (17.10). (12, 
13),(7,16), (2,19). 

2. Ж PHR x< y WER, S 

Зд? = x? + xy + ү? = 49, 


Ж eO. + + 仅 可 取 1.2,3,4. 代 人 原 方程 可 得 解 | ”根据 对 称 性 ,还 


3. 证 明 RREO MON O< x< у. TE 
(y — x)(y?' + xy + х2) = 1}, 
HEA у>, ук yy+ x2y11 8 y- x= 1,y2 + xy + 22 = 10, (х 
l+ x(x+1)+x2= И, BH 302 + x) = 1330,48 341330 齐 盾 . 命 题 歼 证 ， 
4. 解 ТРЕНУ Polri- ara жт Л ЕҢ ИЕ, Ду ER 


数 ,所 以 有 
| х = 
| oal? а) 


ZE + x= y + x= ү 
ADR 25= у'-1={у-1) (уну 1). AEA у-1=2,Ё у= 3. x 
= 13,2= wv 14, ОЭС Е. 
由 加 得 2x = у - у= у(у- 1), х,у JRA. AES у-1=2,х= у= 3, 
此 时 z=,46. 人 也 无 素数 解 . 


ЛД RL ЛЖ ЖИЛ. 
з. Ко R apak JA x 也 是 奇数 ,方程 可 与 为 
+1 = 2. Ф 
(1) 当 ЗАР НГ, Du] g 8 
fr (2) 
起 式 左边 第 一 个 因 式 是 奇数 .只 能 是 1, 于 是 加 变 为 ++ 1= 2. B. y= 1 БИ 
F. 
(ЇН y AHRJ. it y=2k, k=l, a 221.1, TE 
хХ'+1 = (ве (21+1 + 1 = 4l( + 1) +2. (9) 
H T E. ЯЙ rel, Е. 
MEME, ЕЗГЕ. 
6. Ж EDETEN- + ЙЕ хуа. М < 7. 
x 4 z 3 x x 5 


1 3 | 4 HJE lere, W х= 2,3.3 x= 2, £ 


+ < 了 二 , 即 工 < 二 < 之 ,| 
x x 5 x 
2 1 l| 4 1 3 I 
к^ y z 75 x Toy 
由 此 得 3< y< 71. 
# y=4, W] z= 20: 6 v = 5, z= 


У гез, В 


105 у= 6. PEEK. 
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1 1 7 
l, _ 


y y + 2 "157 
由 此 得 知 2<y<5. 但 y=3 或 y=4 时 ,z 部 没有 整数 解 ,因此 原 方程 共有 12 组 
EH. 

(2,4,20), (2,20,4),(4,2,20),(20,2.4),(4,20,2),(20,4,2),(2,5,10),{2, 
10,5), (5,2,10),(10,2,5),(5,10,2),(10;3,2); 

7. 证 明 设 有 正 整 数 x,y 满足 中) 武 ,由 于 正 整 数 x,x +1 是 互 素 的 ,而 它们 的 
积 是 完全 平方 .因此 它们 都 是 完全 平方 数 , 设 x = нЛ,х +1=47,0< u < s,BI 

t = ut = (р ш) рвы) = l. 

ВТЕ v- usl, y+ usl, AE н = 0, о= 1, М х= 0,18. 

8 Ж 设 *,7yrEZz 满 足 方 程 . 当 *>0 时 ， 

(х2 +1) = xŠ + 2 +£ 1 < yt (а + 2)°. 

HEE] 2 +1< уг дв 2. ОВЕ. 4 z< — 2 „ах + MAN 


(x° + 2) < yt < (2 + 1). 


由 此 得 — (x +2) < у <— (x? + ]) 
不 可 能 ; 当 %= -1 时 ,y= -1, 不 可 能 ,x =0 时 ,yi=1. 求 此 得 到 方程 的 解 为 x 
=Ü,y = +1. 


9. 证 明 Ras t yatt e POTEN) ИЗАР х,у, 2 满足 
x+ уз = 2 ARRALAR ЖЇН E. xyz z 0 的 整数 解 ， 

另 证 ” 先 求 方程 的 一 组 特 解 , 易 知 x = 10,Y=3,s=7 是 方程 <: + y = 25 BU 
组 解 ,因而 x = lba, у= 3. aths na a КЄМ) ЈА, 

lÚ Ж 不 妨 设 р> 9. 于 是 公有 一 组 解 (p,g,rl)= (2,3,17). EXE, 9 
r 为 素数 ,p 与 9 不 解 全 为 奇数 ,因此 p=2. 勾 gs5 时 ,有 

22 + а> = (2' + 1) + (2 — i) 
= 30291 2970-1) + (Q 1069 + 1) 
为 3 的 倍数 ,不 可 能 为 素数 , 故 {p,9,r] = (2,3,17),13,2,17). 

11. ERR 由 恒等式 (+ 1 一 记 =2k+1 可 知 ,任意 再 数 均 可 表示 为 网 个 
连续 整数 的 平方 差 , 特 出 地 , 什 意 一 个 不 等 于 +1 的 育 数 均 可 表示 为 两 个 连续 正 
整数 的 平方 差 . 

对 和 任意 nEz, 取 EN, Ef n-e 是 不 等 于 土 | 的 奇数 { 仅 需 取 * ,使 上 与 
х RETRETE) АЈ x 有 无 穷 才 个 ,对 奇数 n — 既而 言 , 必 存在 正 整 数 ,xz 
Шу Z= а х2, М x° уг 22 = n. АНИЛИН УРИ AA ЖН ЕДЙ. 
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12, E КЕБ, н 
(пі — mn m = 1, q 
А п2 = m! + mīlam, 
有 nam, SHARH m= n=l AFERA. 
显然 m=1,n=1 01) — Н, Ч т 1, п Ef, an- m>0, HA 
(пя - ma mY = [(n — т) + min- m- m°] 
= [m° тп - m) - (n — my}. 
于 是 , 若 fm,n) 旺 由 的 一 组 解 ,那么 fn - m, mm) 也 是 中 的 一 组 解 ,由 于 n>m, 则 
пу (а, лв) A РАЕС). Б, ЯКА. 
ИШЕН (Т, i E. ИНА a-m т) (т, п) RAAE m Є 11,2, 
e ,1981! 的 全 部 解 , 则 
(1.1)—=(1.2)—*(2,3)—(3,5)—+(5,8) 
— (8,13)-+(13,21)-+(21,34)—+ (34,55) 
(55,89) — (89,144) —(144,233)— (233,377) 
— (377 .610)— (610,987 )— (987, 1597). 
因此 ,所 求 的 m° + n° 的 最 大 值 为 987 +1597 = 3524578. 
13. 证 明 i Е=о + bila, БЕМ). "= xi + ур, ху, y ЖЕЕ ЖЕЛЕЗА. ТУЛЫ 
HRU = R= 11°, (ao 62)" хү+ y R ;= а в В, x = 
Га, у= СТ. ДИЗ 22+ у^ = z BJ) --#ҤЕ ЕЗИ. 


练习 八 


І. Ж :=0 时 ,r=27= -1, 即 点 (2,- if HR 1, PEJ tana = > 


2Є10,к].92 <0. аер 2 € ( — 2. 0) MCD). 

2. 解 6xy+4x-9ry-6=0cyt27x -3)(3y+2)=0, 即 二 直线 为 2x - 3= 0, 
3у+2-0. TAHAU HEH. (А). 

3. 解 Д.45 + у =d, himt у=0,1:2х - Зту= W hy L= m= 41, 


сут = -hb hm 一 一 „В т HFE: l, h d Ziom = 
-LŠ пе Б, ИЕН m AREE 4° D). 
30! 


4. 解 R MAy MEA d, RERA MAI = | MBI = d, 于 是 可 得 方程 组 
| (х-1)#+ ⁄ = x°, 
(х= а) + (y 2) = 
| 1- 2x + > = 0, 


a- 2ax + (y - 27 = 0. 


即 


消去 * 后 ,整理 得 


(ay = dy + a° — a + 4 = 0. TD 
(i) 当 a=ji 时 ,方程 虽 有 惟一 解 yY=1 这 时 后 M (1,1). 
(Ñ ) а, ЛЕ D 44 #—J , 则 须 判 别 式 A = 0, В0 
А = 16-4(1-а)(а*-а+4) = 0. 


化 们 得 а{а^-2а+5)=0,.Е T a - 20 +5> 0, a = 0. ЖЕ MEG 2 


E ГРЕЗ. 24 asl а= ОНЕГЕН MP 3 — F (В). . 
5. Й 4.8 在 直线 ! 的 两 侧 , 则 线段 АВ 与 ! 的 交点 已 一 定 是 4 加 的 内 分 点 


设 此 分 比 是 А0. РА, а, 55, = ТЕРА ра Зуя 


pp рк | 


(= k PEE 
4- éa 3+64 ag 
+А ГТА 5 
nf 得 4 = TEOM- I< eci. 


б. 解 ” 设 项 点 RAPERE r, vi Н А(3,4) 58 С), ЧУ CO х, 
- v - ARLE OEE. 40, ВС, BO | AC. п 


| òr +4ү+2=0, 


c + y + 3x + 5у = О, 


9 x = ПИЛА 
在 第 二 象限 ,所 以 B 点 坐标 号 as) 
1. В ШШ эн PPE a, 51.0 < o < 4. 
5 5 
2 2 
«су “3 


HA BP 
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5 


. > _ _.2 10 
Р0:у- > = 10“*- 3). Ф) 
a 
3 
EDP, Ф у=0,# к= T- e, MOQ- a, 所 以 

20 
ge 16бР1+100|_®*37°*_ 2 
ОРЕ CnB = | еруу ОА 10 - 3: 


即 得 Sagre: Sos = 2:1. 
8. Ж 广 意 到 两 平行 直线 hh ENEA 
| -7-8| 
2 


3 
\АС1=————==3. X [HI AB = — , Ni) „АВС 
VPF 2 


-地 ,于 是 м, 的 灾 角 为 -4 ,由 夹 角 公式 ,得 


| 
x (第 38 题 ) 


SAR k= -7 或 本 . 故 所 求 旧 线 方程 为 Ts+y- 17=0 或 x-77- 19=0. 
9. 解 23 WK Ë: n koa 
(xw + Зк iix- 2y+ т) 
= x +хү-бү + (l + m)x + (3m — 21) y + im. 
ERATI MARII I+ m = - 20, т — 21 = - 20, Im = k WIB L= - 38, m = 
- 12, k= 96. ACRI ОЙ FEE S x +3y -8=0, 与 + 一 2y 一 12=0, 夹 角 为 二， 
10. Ж A RBK PARRA C AT i EEN KIMI- IAE! =| NAI 
-NCH NE? KRE M EI MA -1MC1 有 最 大 值 . 
EE C MARBRI O y) P B.C 基于 1 对 称 , 故 有 


Зх, y, + 4 
E -l=0. D 
H ni., 9} 


= $, _ | | 
А ‚ТЕДИ, 局 的 坐标 为 (3,3}), 射 线 АС 的 方程 为 


= 


REDOR” 


2х+у-9= Ü(x є 4). 地 
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又 直线 1 的 方程 为 
3z — y— | = 0. @) 


= 2, 
Ko orraa T ИЙ M(2,5). 


ll. # 如 图 , 设 A APAM, AARE 的 平分 
线 所 在 直线 方程 是 xy -4у + 0=0, 可 设 Bise- 10, 


О. MT, 2-1). А M fc AB 的 中 线 上 ,所 以 


4—7 1—1 
5 > + 10: 一 一 7 


RLB МЕЗА Е ВТ, А kr- Foku- $ Ж 
“АВТ = Z ЄВТ,8 
kyr- kee kas — kgr (第 11 RA) 
1 + Ёк; 1+ Кан ` Kar 
解 得 kac = -- BL BC 的 在 直线 方程 是 25 + 9y - 65 = 0. 
也 可 利用 轴 对 称 , 求 出 直线 АР 关于 直线 BT 对 称 的 直线 方程 ,为 此 求 出 4 
点 关于 直线 BT:r-4y-10=0 对 称 点 汕 的 堂 标 , 设 A (хо, уо), F£ 
| x, = 4y, + 27 = Ü. 
4х + y, —- П = 0, 
解 得 本 (47), 则 ВС БЕТЕ ART EE 中 d 
2x + Эу — 65 = 0. O cwd) 
| ү . _ фаб ММ 
12. 证 明 ”建立 直角 坐标 系 ,各 点 坐标 如 图 外 \ 


PH 78. буруу = рну A | ` 

| AP +I О ]]|=1 PRI+I CO |. Dd \ — 
А 

Ер (x, + a) + xo = (b — x) + (c — о). {-а.0) (X Үр) 


因此 ,有 
z + xQ = (b + c= a). (第 12 BS) 
直线 РО 的 方程 为 xg - xyr- dlx- x.) = 0, de Ca, + xoy- x, (d —2y) 
-0 е рда доза а dy вро d) 
13. # Ш у E fg А, AOAR 的 两 边 OA ,08 所 在 直线 方程 即 可 
合并 为 
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- 59-0), #19 i= 5,01 8010,5). 


x - Љу = 0), D 


ЖА 0АВ 重心 为 C, 它 的 坐标 是 (地 a0). WEE 
直线 EF 的 方程 是 


| = d, + {Соз@, (2) 

y = ISe, (9) 

其 中 :为 参数 ,a 为 倾斜 角 . 把 加 QRAD, Wm (第 1388) 
(сезга 一 Зәй) + (2:24), + та = 0. (4) 


根据 : 的 几何 意义 , 知 方程 四 的 两 根 为 p, - 9 进而 不 蕉 知道 以 ， -十 为 根 的 
方程 为 


^ 
Jata ( 子 43， асова }! + (сова — Зїп а} = 0, © 


ВАДЕ, Н 519 


dl il__ 3 2008 _ _ 2.3 созд 
р 7 + 加 E a ' 
_1_ З(сова – 3air a) 
рф а? | 
i 1 ] 
іа, 
于 是 p+ 
一 (-1. _ Ly 1 
р 4 Py 
К 12со5 а — 3{ costa - Зө 
= 7 | 
а 


_ 9 
п? ` 
14. 证 明 EZ ABC ARH AL, ВМ. СА Юла NIR A Ву Е, 
RH ВС.СА.АВ 的 方程 汐 
ах + by + с, = i = 1,2,3), 
ЕН д P 3] ВС. CA „АВ WERA d, Ш 
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ax + by + c; 


бг = 1,2,3). 
Ма + b 


d, = 


过 点 4 BJ ERKEN 
А + pa = 0, Q 
И a= РАС, В = Z ВАР, 5 = Z СВР, y = Z РВА, 6 = Z РСВ, т = Z АСР, Bi] дт, 
P $| CA „АВ 的 距离 之 比 为 sina ;sin8, 因 此 取 À = sinB, = — sina , НО 


зәп — daino = б. È 
显然 点 了 的 坐标 满足 加 ,从 而 直线 A 的 方程 即 为 多 
同样 , BM .Cr 的 方程 为 


dasind — disiny = 0, 
与 d sinr - dsind = 
依 题 设 , АР BM CN 的 方程 为 

(sima 一 daing = 0, 


diny — disinó = 0, 


d sin? – алт = Ü, 9) 
这 样 一 来 ,可 得 到 过 АГ ВИ 的 直线 束 
Aldsine — dising) + pt dssiny — disinë) = 0, (4) 
[8 
sine | siny ,So h, бу d _ 
sin] sin? sinr 7 d d hoț O? 
从 而 
sina * siny БГ С) 
sinBsin әб 


HZ À = siny. n = зп, 
dane "siny — dísin8sinë = 0, (б) 
Hp ЕШ ЕКЕН]. НН HER CN IIAL, BM 的 交 上 后 ,命题 可 获 证 . 


练习 九 


i. # igt = , 则 7Y= 有 入 ,大 可 视 为 过 原点 的 直线 的 糙 率 ,台独 ,1 风 1 = 
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2,1АВІ = 3. оњ ВАО = 3, ВАО =; Z АОВ 


= 了 ,=y3, 选 (B)， 
2. 解 轩 的 方程 可 号 为 


Эш En В+ ЕДЕ 
(z+ t(y+ 5) = 4 


—- ~ 


若 访 =4F 且 Ex0, 则 交心 在 (地, -Ey ¥ (第 1 题 ) 
- Dm, F лг 
PATEL MS < т. EZAR х ag ГЕ aaj 2646, 
Н PAF, H E20, #0). 
3. 解 oral HA Hg yt a-l + (y- 1 ll D ARATA 
半 平 面 的 半圆 ; 当 xE(-1, DE, 1x1 el, ixi- 1 РАН ОНЕ A 
FEH zs - 1 时 ,曲线 方程 为 (x 1) (y-1Y = rg- 1), ARETA 
半 平 面 的 一 个 半圆 , 选 [C) 
4. Шау у= 0, а (у-- = 900.) 


径 为 一 . 另 一 曲线 方程 为 ay" + bxy + x = x( ar + by + 1) =0, 为 两 直线 x = O 5 
ах + by+ 1=0, 直线 x= 0 РАЗ ыз. 000,0) .4(0,1), 依 题 意 ,分 丙种 情况 ， 
(|) a+ by+ 1= 人 0 与 阅 相 切 且 切 点 异 丁 各 4, 此 时 a 对 9, 否则 切 点 将 办 
д.0, ЕЖ 
laot в: + 1 


:— =], 
м аг + 2 


БО а = 46 +4, 

(П) 直线 a+ +102 А {АЗЕ р fE ЖЕРЬ -1, 注 意 到 原点 (0, 人 0 不 
ТЕ F 828 F. 

SEAE, WD). 

5. 解 A.B XTABIECHE, ВЕ 3x -2y+5=0 对 称 . 设 B ABRA 
(х,у), M 
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解 得 (x,y) (29,2). 

6. 解 ” 于 ,分 别 表示 以 OOOO ONDAR, FAN, a 的 半圆 和 
A A O 与 网 FY 外 团 时 ,a = 2/2 — 2.4 0 ЕД ОЧЕ, а = 2 /2 
+2, 所 求 和 为 442. 

7. 解 ШЕ. M AU у= 9(у> 0) 
去 掉 两 端点 旗下 图 形 .b 为 直线 y= x + b HR 
EREE, -3< bain б< 3.2. 

8. Ж jh Op |] OQ Hle r+ уру = 0, ХН 


[е +2 ух- бутт, т 
х+2ду-3=0, 
可 得 Sy" — 2Ü)y + m + 12 = 0. 
i | 2 (第 7 题 ) 
根据 韦 达 定理 ,有 y| yz = — Үр + үз = 4, TE: 
хо) ={3-2у.)(3-2у»›) 
=9-6(у + уз) + 4y (y 
_&т+ 12) _ 1s 
Е 5 
EFE mti? ,&т®121_15—6 
5 ， 
解 得 m = 3. 
у= тт, = 
9. Ж al ; 
х^+ у üx- dy + 10= Ü 
(1+m2)y2 — (6 + 4m)x + 10 = 0. 
t> хрх 3+72т 
根据 韦 达 定理 有 хыт q 一 ++ m 
_ yU t> _ m(3+2m) 
P7? 2 7 л? ` 
y = тх, -1 - 10т 
解 得 хо = с, 
WA 0 05 3+2m 9 = 3+2т 


КӨР? = J (2223), (2022282) „зм = 21 
1 + м? 


r: О? ' 1 унт a 
2 [{ 10_ lüm ү 101+ m 
OQI =A ) +Í ) T 3+r2ml ' 
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PEEL OPI -| OQ) = 10. 
ETIR, 的 参数 方程 | ”- оао RSR, 
y = tsina 


RAN 方程 得 
t: — (бсоза + Asing je + H) = 0. 


有 ОР (h + h) = Зооа + 2sine. 再 将 1, 的 参数 方程 代 人 h 的 方程 ,得 


(3cose + 2sina ) t + 10= 0, M 00 = 一 于是 ,10P| “1001 = 19. 


10. 8 HFPA х2 ty -1)*=1 上 任意 一 点 Р(х,у), REDER z+ y + 
mz 0 x+ yz — m ER A. НАФ a = x+ у, page — т, m 的 取 值 范围 
便 可 求 得 . 

È aaay frs и - y КАВА x + (y- 1 六 =1, 并 化 简 整 理 得 
2у2- 206 +1)уж 02 = 0. Н А04 1-42 1 +/2,НЕ aa = 1 - 42. T E 
1-42: – m 19 т:=у2-1. 

另 解 , 设 已 知 圆 上 任 一 点 (cos8 ,1+ зіп), у = x+ у= сов + sinh + | =/ 2° 
si( + 2) + Р gos,=1~42. 问 理 ,由 1-42 – т, 19 мр2 1.8 m 


REAREN- 1, +). 

11. Ж Ж#Н р л" + у? -4у+2-2а(х- у) = 人 0. 该 式 对 任意 不 等 
РІ АЈ a ML, 

x+ y2- 4y + 2 = 0, 
ОМА 

解 得 Cx,y) = (1.1). АИ (а,2- а) 
(Т.Е ВЕ *+7y=2 王 ,所 以 是 过 (11) 且 
ЖАРЕ x +y=2 的 直线 y= x. 

12. Ж Ў P(5+4cos0,S + Asing), Ш Ri + 


他),5+4 sin( @ + >), BJ (S ~ dsing.5+ 
4050). M. 0(5— 4eos8, — 5 — 4sin0). Р 


I RQ |? = (Асов — 4sinf)” + (10 + 4cos + 


Acoa( Ü + 


4sin0)2) = 132 + 80-42636 + 4 у, 
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РОТ = 132 + 80442,1 012, =132-272, 即 1ROI = 10 + 472, IRO | nin = 
10-442. 


13. Ж 设 ЛЕСНИ yE v + у” = 1, АС. AB. ВС 方程 次 хсов 在 + 
ysin Т = 1, yone 27 + ysin ЭЯ = 1, хов 22 + узіп Э = 1, Р(соаб, яп), 80 € 
5 


1 ü 1 . Š @ 1 . j 
(6 ,二 ,可 得 г? =Y2sin{ > 一 15). р? = {2л С», _ ph 4? = 128 (5 - 
L) ENTRER pt + 2 = 4%. 


14. # 【1) 显然 中 为 过 两 定点 (2 у). (x2 ,各 ) 的 加 方程 , 设 C 为 过 两 点 
(хуу, ху, у) ЧА A С ЕЯ РӘХ А (хз, уз), (хз, 
уз) (лу), (о уз) (хз уз) АФ, Б 

(лз яа) Саз аз) t Суз yi)(y,— ya) + [sy Ср yu) — буз - yı) 
(xx - x)| = 0, 

HAC- ж) (уз уу) – Суз т) Сао 1) 0, 

хз ху) Lag- хо) + баз т) (уз — 

же ас (у O ya р нота 

(х-ху)}(ж- tir- ydy yad ia р) (уз у) (y- yi)(x;— ж)" 


ta ж) (яз таз) t з ул)буз- 0 
{х3 x | )[ y> 一 y|) 一 ( y; 一 yi) az- х\) 7 


显然 ,这 是 过 三 点 (x ,Yi= 1,2,3) — АВО Е, Вр) С 的 方程 . 
(2) 因 为 所 求 的 图 过 点 ( – 2,3),(1,4), НСІ), ГВЕН 29у 
(х+2){х—1)+(у-3)(у-4)+Е («»+2)-(у—3)+3]—<0, 


НП аж y AI (k + bje (ЗЕ + 7)y + ltk + 10 = 0, Ф 
ESH 2+ у^-7у+10=0Ё023Е5ҖБГТЕВ ЖЛ 9 
(k+l)x-— 3k + 11k =O. (2) 


真 线 吉 与 直线 2x -3y - 1 = 0З, ШЕГЕ 1) :2= 0 - 3к):(- 3), 8 = 
І.А (D x2+ у + 26 10у +21 = 0. ЕП ЖЕЕ B) b Ж. 

15. Й ШЫ MN 所 在 直线 为 x Sh. MN APERA y 轴 建 立 坐 标 系 如 图 所 
1n. iR M(- a,0) ,NCa,0) (a >0). 由 于 ,是 定 圆 ,可 设 为 

x2+ у*+ Dx + Ey + F = 0. 1 
F) C, 是 过 M.N 的 动 圆 ,圆心 5 在 了 轴 上 移动 , 设 C2(0,1)(t 是 参数 ), 则 贺 
C, ЖАМ x°, (y- (2 = £ + а? Вр 
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х у 20у – a° = 0, 
20-018 PO ҢЖ ЛЫ D + (Е +2) у+ Е 
+ а= 0. 4 y=0RJ,Dx + F+ 02-0, І Су 的 
圆心 不 在 MN АУРЕ Е, С, ЖЕЕ y $h Е, D 


_ Fg 
“б, z = -EE раа PQ ШЧ А 


练习 十 (第 15 题 ) 


p = — {sinf + св) 


1. 解 l 2-1+20, 
q = sinÜ * cos? >P q 


B-a pa, AC. 

2. 解 BAERT ОПУАЖ А.И) AEO? АЛЕ, ЕАР 及 08, 则 
ОВ 3 ЛАРА ВЧИВ ТАРІ = 210В\ 2R K Р ®| л А' DESETE ZR, 
m. Р 1100р), 

3. 解 210(1- y) = lops( x +3) 

1- y > 0, y< 1, 
e320 = 一 3， (С). 
(у-1)2= (5+3) y- = (+3) 

4. 第 MIER x? + у= 90 < y=3),J у 
=x+b ЩА х2 + y2 = 9,18 252 + 2bx + b° — 9 = 0. 
H А=45?2-4-+2-(Ъ%—9)=0,Ж1Ң p< 372. X y 
= XX+ 上 过 点 (3, 人 0 时 ,得 5 了 = -~3, 如 图 , 选 (5) . 

5. 解 取 两 直线 的 交点 为 原点 ,它们 的 角 
ЭЖЕНЕ yr ТЇ fB 35 br Ж. 设 两 给 定 直线 
方程 为 y= +tke(k>0),P(x,y) ЙО ЕЕ, 
则 


{ 第 4 题 ) 


lx+ yl? ржу, 
(е) | =) W 
化 简 得 26а + зуг = m2(l1 + k2). k> 1 ЮБИ. k = 1 时 轨迹 为 圆 , 选 
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(р). 
б. W Pi nata LEBA, Als- 0). B(x+ 5, 0).C(0, у 


- 2) DO, y+ >). A A.B.C DOAA, Ñ |04- 1081 = 10C +i CDi. Bp 


(x~— x+ Saly- Eya) В x-y 2 (0? – 52). а=. 
M 的 轨迹 为 两 直线 ,az 时 ,点 对 的 轨迹 是 双 曲 线 Pk (C). 

7. 解 ”抛物线 C 的 顶点 在 (- 2,0), $ =2, 由 坐标 平移 公式 知 焦点 为 0 
(0.0) , 淮 线 [为 x = - А, БНАА, TQ 0t0,0) 为 项 圆 的 一 个 焦点 
{左右 未 定 ) АЕН х 轴 上 . | 

当 ОЕА Е АЕТ, 棋 图 中 心 坐 标 为 《ce,0), SORIA SC SEAS x = c, 
у! = b, OB EBE K ЭЛЕЕЕ ИЕ E =4, 即 只 = 4c. 于 是 ,有 y= 
dx. 

Чо МЕЕ ТЭ (- ec,0)， 短 轴 映 点 坐标 满足 а с, 
y| = b. 此 时 0 到 1! 的 原 离 应 雪 示 为 和 + c=4, 即 a+ сд, 又 可 化 为 + 
2c*=4dc, 于 是 ,有 у*+2х'= -4х,Ш(х+1)}1+ 工 -1 ТЕТУ 


方程 为 у= 43(уз20) 9 (х1) + + 7 21090). 
3. Ж BRAA Р(х,у), нА, ЎН уо = хо+1, Н АР: РВ = 3:1, IFI 


定 比分 点 公式 得 x= 210, у сот ави P y a ез жайт 


trà 


RON х„= E n 201 OHRA ye = xo+1, pinys +1, 


3 
-二 ?= з урку. ERTA, STA MAR y= 十 为 


对 称 轴 ,p = -EMMER 
0. Ж 设 点 Olx, y), $ Pi arol, baind), ЖН 00 < 27, H 620.x. 


由 题 设 知 4 P УРП N k = Ш ар ERREN k, = 


ksin? _ -AH A'Q LA'P.AQ 1 dP, 所 以 40 的 斜率 为 上 = - 5®®®+ а ag 


асов — 


кинин - - ®®%ё- ы ко жаруу. абаа „у, о» 


bain 
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程 为 y= – аа а), Ë] bsinð* у= – і особ + a)( x+ a), bsind* y = 
(асоб – a x- о). УСАНА B 205 + YóatcosO = 0, х= – псов. AE, 19 у 


- - sin? .消去 参数 8.82, + Ey = 1]. 由 于 8 关 0,z ,所 以 yz0. 因 此 , 扣 Q 


ий; + ку = 1, 但 除去 点 (&,0) 及 ( - a,0)， 


10, Ж ЖЕ EN S , Р(х,у), Q (xo, т). Y 
(х,у). В PN | L, 48 Fo = 1, АУЕ 


i = Jia- y+2) 
ү' =-ү(-х+у+2) 
由 点 PP 为 DN 的 中 点 县 中 点 坐标 公式 ,得 


得 


_ =x mx, 
|? y Ф 


z +y =2 


_ + 1 
2 Ф 
и (第 10 题 ) 
y x 


ФАА СОЗА, HA Ш хо уо, 18 


3х+у-2 
= 7 ' 
| D 
х+ Зр 2 
у = 7 ` 
HTa О ТЕА х? ytl 4) 


ОНРО ЗАБА TIK, ОА НХ Р 的 辆 迹 方 程 
25? – 2у? – 24 + 2у- 1= 0. 
ll. Ж 设 Ps,r 是 轨迹 上 任意 一 点 . 


(i) a PAP 位 于 二 半 平 面 ,由 题 设 知 tamB = tan24 = 一 下 和 ,而 лап = 


l- ta A 
2y 
_ _ L __ Уу _ L E У 3ta 
- tan РВх = kpp = r аап = йн = с, хс а | ( |” 
y+ 


显然 y=0 不合 题 意 , 故 上 面 片 程 可 化 简 为 六 -x+ a 20а в), 
整理 得 
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由 于 点 P 福 上 半 平 面 ,日 PA> РВ. ЕФ) х>0Н +>0. 
(ü) КИЕ Е < 轴 对 称 , 故 方程 他 还 可 表示 当 点 РЕТ ЕЗЩЕ] НЕ 


Ж. 
1), (и), Р ОЛ Л Pt E 
(x+ P y? 
4 7 д^! (х>Ф H уш&&0), 
9 3 


Pr ВРО Н ai EZ, 但 不 包括 点 (了 0) 

12. 解 ” 如 图 所 未 DOS Р(х. у), BAR х0, 直线 | 

ОА 的 方程 y = лапб х, В tande x- y = 0, £2 ОВ 的 方程 

= – {ап - х, В ап х + у = 0, В AR 的 方程 x = А, ВІ 
tanË ` x — y 


х- h= 0, X HE P É AOR 内 ,| PD| = 一 一 一 -= 
. | + Танд 


хеп — ycosQ ТРЕТ = А ~ ху. 


(РЕ\ = Ee, xsin + reos, AAR PDI PrI (3 12 Bñ) 
= (PEI? {F хат – уеб = (h х), BI teati — 2hx усов + АҺ? = 0, АТ 
以 
À \? sinë | 
[| + y :| he BAI (соз 0-20). 
点 P ROGERA 3 0) С Д E RANER = ЖЕРИН B 
ЛАД. 


15. 解 ” 设 动 点 PO ку). Bo Elaa. уо). A POA 的 重心 QI X. Y), 


显然 уо, уу» 均 大 于 零 ,又 设 让 = À I 
o= Jt Ay ЗУУ; =, 
07 lA тужу = 
W hyski- D), É. ЛЖ i у= x +2 联 立 , 消 去 x 得 y+ (Ak Е) 
= 了 ,根据 考 达 定理, 有 
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| 十 y, = д 40, 
утур = 612, 
В АФ ,19 

21+ У 6-4 


Yu Yy 6А 


X k= 55 代入 二 式 , 得 4x0 - ye + 4 = 0, 


`2 i - ` 
Ха 2 了 = 20, i x= 3 2,ro=37 代 


А dro- yot 4= 0183 日 的 轨迹 方程 12X - 
37-4=0. 


КЕЙШ, у. (44 — Py Gk =0Я ЙИНЕ ЖИЙ. А = (4k А2) – 247 > 0.0 


(第 13 АЙ) 


B рд 246 К>4+ 276. Е=4+ 2464 „уа = 124/6, V=4+ эб, L 


DLTH k= „ПЁ r= үс ( Y= 4), ВЧ у= = + 工人 ,可 得 4- s 


чае Fed 或 4< аав 


因此 АРОА 的 重心 昌 的 轨迹 为 由 线 12 革 -37F-4=0 介 于 4-- 


4; 
3 6< 了 <4 


+A ORRE HR RACA). 


练习 十 一 
1. 解 Ж а=10.Ь=6,йу c= B.Y H P 2 А fE ARERR A 10е = 10 
Eg Жл P P| kas ВЕ N 2а -8= 12, 选 (C)， 
x 2 xà 
+527 = E 
2. Ж }{9<#<25.ИЬ/25-Е>0,9-#<0,5— += 1, ВИ 


-三 =1 该 方程 所 去 示 的 山 线 为 双 曲 线 , 潮 法 (A) (С) Ш ей е 
=4.a =5, 双 曲线 中  =4.u = ,25 一 下 , 故 淮 线 不 同 . 选 {RB)， А 
3. 89 ї(1&1-2)'5-)<0, ЧЧ k>5 sk —2< К< 2,Ж{(Б). 
4. ШЕ у= ar 关于 点 (1,1) 的 对 称 曲 线 为 (2 一 y)? = a(2— х), H 
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y, = ах, . 
(oy a у -2у+2-0=0, y, + y> = 2. МІ 


_ Yi #2 2 enya a _ al) 
u = ү - уз? yty 2 ' 


有 a=2 a =2 满 足 题 设 要 求 , 选 (A). 
5. W EA P 的 两 条 焦 半 径 分 别 是 m,n, 依 题 设 
IF Fal=12, m+n=20 (D. 
WF pk E BBS т? + n- 2mneos6( = 12°, 
т + a): - 3ma= 144 0). 


HOORNI ma = 全 ,所 以 Sor к, = утлаш = ©З (А). 


6. 解 方程 y= a2+ 如 +e (а 22 -1-(у + 046) жа 


方程 为 
1 b-ga %2—4ас+1 


Y= a да ` 44 
LPFI + | PF,| 
7. 解 Р(х,у), тер =t ВРЕ = e + a, РЕ = ex — 
24251 


2.2 
а,1РЕ|\ ТРЕ = 2х, 9—2 = :,В x =Й агра, 


Ма а? 
r° 2 
эк = (550),В—— 31 所 以 2< ts 和 242 即 为 所 求 ， 
л ~ x x 2. 8 3 
8. 解 ” 原 方程 可 变 为 本 - 有 = l, 因 焦 点 为 (0,3), 故 所 = -天 ,她 = 
k k 
2 


= а. = ,所 以 天 = 一 


9 ж mp аср, 1( a > b >0) , 依 题 设 有 


wm- 0, (D) 
ГА 
е _ 1 加 
а 27 = 
-x U- у) 
д? а? — с? 
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HOOR ж = 20,с= а. RAON 


бу 2 |- 2 
x 2а) ‚Мс =], @) 
“© =. 2 
4 * 


z 
BORRIE ар, Врза? 8a +440,ЖТШ- а 2, а =2. 此 时 e= 1, 


5 = 万, 和 = 1, хо =a ВТЕ ЛУШ Б ETE + Сү „|, 


为 4, 帮 其 中 心 为 0 C8- 1, 人 .由 题 设 知 ОЧ РАНЕЕ A Р —1<0,Ш,Є 


2 
O LI ,又 中 心 到 准 线 了 离 为 全 =1 сс A e= МИ 


=0 时 ,e，=2， 此 时 ==4, 双 岗 线 上 庶 轴 长 为 2Ь=2/ с2 ~ а? = 473. 
11. Ж i Aley) ШЕЕ ЯНАР 


于 4 到 淮 线 的 距离 d, 而 d = Lal + T ,抛物 线 方程 


S в ` T T 
J x = 2 ， > = y H х0, 14 = 


а a= -14. 进 而 有 y= 二 7. 则 4 点 
的 坐标 为 ( - 14,7) 或 ( -14, - 7), = -ER ke 


- 十 ,直线 IRR k2 k= -2, 方 程 为 8x- | 
4у +7=0 нй 8r +4y + 7= 0. (第 11 ЕШ) 

12. Й 两 方程 联 立 后 消去 х Жу +3у+3т 
-9=0 由 ,椭圆 与 抛物 线 有 交点 的 充 要 条 件 是 山 的 两 根 满足 А > 0. HR H 
ЖАИ m+ v) +(m+ у) > 0, Ст + y )( т + уу) y 


>0, 解 得 mE (3,12). 


13. Ж ”如 图 ,以 椭圆 中心 为 原点 ,长 轴 为 * 轴 
, Р 
iË y 08 E fü king ЕГЕ + 5 = lla > 
р> D ,证 内 接 梯形 的 另 : 底 的 :个 端点 中 的 坐标 
为 (aeosGy Бето) (Сф 为 锐 骨 ) ,其 面积 为 
5 = ( acosg + a) bsing 


= ab( | + coso)sing 


_ © E 
= 4ab cos 2 in 7 


= 405 | Зсов в? ЕЛ 


z” cos? — + соз? -A + оов? -У + Звіт Pyr 


==. 


ШЕН со? -E = зви? -PBI ia? 2 = + REI ç = ӨР], 363 ИГЕ 


积 最 大 ,其 最 大 值 为 243 o 
(РЕ, | d 


2 _ 81 
14. Æ WAE, | PFI? = dl PFI, ШШ ТРЕ, т oI PF = 
LPR 


.又 1PPH=2a- | PFa „РЕЗ = 29, РР = ° 


220 ова e= —1- 28 e> —1+{2./2-1=е 


< 1 时 ,以 椭 贺 焦点 Р, pEb, U 22 42898 5535880922 P E 的 距离 


_ 2a _ 2ae 1 ， 
|РЕ,\=2е-ү = T %=-1РЁ1= +: +! PF, ° = d+ | PF, | . 


15. 证 阴 如 图 ， 建立 坐标 系 ， RR п 个 三 


х= 1 4345+ + (0а 1) -2] +> (2а 
—1)=л(п—1), Ф 
у= (21-1), 2) 


(第 15 8) 


消去 n AO QB А ШО: у? = За + а) В ИИ ТЕР Ж 
移 线 上 АИС --1-,0), = 2 BARAN FO ,0), 17 А, (аба - 


D Ba), 故 
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{АЕ =a] Габа р-р Ban- -n+l 


FT АЕ} Ж%Ё%. 

16. WA k<4t}, 4- k>0,9-_ ko0, CG 是 椭圆 ;4< 下 <9 时 ,4- k<0, 
9—-Ё >, С, ЖААН. 

对 于 点 Pla, h), M 


— Уу _1 
J- k 4-k U ' 
可 得 k? + (а2 + 62 – 13}& + (36- 402-962) = 0. 
ШР) = kt Са? + D 13) + (36- 4а? – 952), A (4) = - 58? <0,709) 
= 5а? > 0, РСА) = 08 - 根 在 区 间 ( ~ ,4) 内 , 另 … 根 在 区 间 (4,9) 内 , 故 总 有 
一 簿 圆 和 一 双 曲 线 通过 所 Р(а, Б). 


#k>) j — 


2 1 
1. # 设 Мау) Many Ш — у? = 1, — у} LARR 


(жу x. )Ü x — о %;) 
1—26. (y, tyy- уз) = 0. 


варз. л җи. 3 иңе 1 的 方程 为 


y+l= - 3-0-3), 80 3r+ Ay - 5=0. 


2. 解 E B(zi y). Єх. у), FEE AH 0 Yj + y; = —8, PC 
PESES 
эт Уу 2 32 
хә- жр уй u Pt 
32 22 
3. 解 ” 以 焦点 为 极点 ,抛物 线 的 轴 为 极 轴 ,建立 朴 坐 标 系 ,可 设 ACO. ,8)、 


В(оу,8+ пз рене ian = + =] 


了 
— сой 


__р___ — 2p _ 2p 2р _ 
Гоа = aa ,同样 有 1CP1 = ‚ЖК1АВ1 + | CD | = a apt аа 


sin (0 + >) 
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_— 2 _ _ E pon 、 
EEIE jp ug- £ 二 或 村 时 取 等 号 1451 与 1CD1 和 的 最 小 值 为 


ёр. 
4. 解 傅 题 设 ,有 F( -2,0),1:4= -A BHREACA C(zo.0). A xo < 
- 2, 椭 贺 稚 直线 y = kx + 3 所 得 的 弦 被 + 轴 平 分 ,性 有 该 直线 过 椭圆 中 心 , 于 是 


кы+3 = 0,x0= -二 .由 ->< -2,4 0<k <À. 


5. WE], C. GHA ARRA —1, 
x= — |+ io 


0), 过 4 的 直线 参数 方程 为 | Т 


у= isina 
为 和 参数) у= х -l ysl- a,i y = (х - 
DO- х). ВН ОТАК А, „18 
[сово — dicot a + 4со а — sing 1 = 0, 
1=0 是 点 4 所 对 应 的 参数 ,出 


Іов — Арсова + dewe — iria = D. 


2 _ 
可 知 1АР!-1А01 = tity = — sira 
сею g 


= secte (4 — лата ) 


= (1 +1ап е )(4 - tano) 


= - (ata -人 + 全 
Y ша = 3 BL. APAQ ARAE. WARI a= Аагар S 


| 
атк- атолу 5. 

б. 解 НЕ-Е НХР, ЛЕН, А.В 关于 x 轴 对 称 ， 
AABO E3 ИШЕ, AG ТУН Ж ЁЁ МУ, x УС, МАЕ ОХ ЈЕ АВ ИЙ] 
ФЕ, С E. AABO 外 接 圆 的 圆心 . ОС 是 外 接 圆 的 半径 . 设 Alx y 2рх|), 
V Èp] У 2рх\ 

Я { y 


Biaj, — pr ) ,连接 BF, WI ВЕ |. AG.W Ёр Capa А Ёар = 
274l 2 
ры. -~ 1, 解 得 ху = 2-р, х= 0026), РЖ AD BRRR, van 
MAN ВЕ 因而 和 直线 MN 的 广 程 为 
320 


) , 且 


y- 22а гара), 
27 
IE a =-Э-р {АЙ} 4/5 - 93+ 8y = 0, С(-р 0), АВО RREAN 
OC = 之 p, 于 是 得 到 国 的 方程 (z - Эр)! + у} = (Tp D + = ерк 0. 
7. 解 (IHE Alzi к) B(x, y2) ЙИ ху = 
у= - у, 


Yi» „ин ` Ик 1) 贡 去 x 后 的 一 一 元 并 次 


方程 的 两 个 根 ， 此 方程 为 з +у- = 0, ÆA уру 
= – 1, 8 koa" Ков = 一 ] , 故 QA L ОВ. 


(2) 如 图 ,由 于 直线 y = к(а +1) 恒 过 M(- 1, (25 7 Ш) 
D) , WI Sma = Ey- У Т0 = ly" yzl, 


ХАН ЕВИ у = Су + y) 4 5 +4, 40=-; +4,& а 


1 
g 
8. 证 朋 Ш(2х7—3х+3)—- 22 = 2 — 3x + ОШ C, EAR С, 上 
№. 
ШЕ А а 的 直线 方程 为 
i m + foose 


y = tsing 


{+ 为 参数 )， 
BERRA ys х? ,18 


H cota + (2тсова — вит} т> = 0. 


有 + t> = іле meo | si ЖА. р 两 点 对 应 的 1 和 值 , 同 理 可 得 Iy + {у= 


cos” @ 


sina + Зоова Ял, , 是 B.C 两 点 对 应 的 : 值 .于 是 


2608 а 
АВ -| CEI = lt- ht- lt- tl 
= (43—40) — (ta ty) 
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=(th +i)- (i + t.) 


_ еше + Зсове — 4теово ) – (2sing — 4теова ) 


2cos о 


_ 3cosa — sina 


-— T rŘĖō— 


СУ m HLE, WARI -iCD INES. 
о ВЕ ШЧ, л 与 直线 L 的 


方程 分 间 为 у = Kumu sa tss. 
АШ Uh ЕУ 2 lr- в). OP 所 
在 直线 的 倾角 为 4, 方程 я 


~ = Ватт 


RA = (r= ay 得 


Е] YT ` 
(ага — Беов о) + lab rose’ аг b° = Ü. 


: -abt 
He m LOPI OQI = 1 = ly 1. T) 


а? Бу (r — il CHS r 
E OP 57Р {О A W H£ Jr (оза — авио )1 = 0252,9 
n 2 
р |. 四 


|OR|`= 1,15 = | 
рова — а Paina 


ED OEN ОРЕ 1001 = 10К12, 81 OP .OR OQ 成 等 比 数列 . 
lJ an, a Úr B Ж EAA 
Ал, BO. 15) IH AB CD meina 
1 = 1. X 
Ф = |ABE = (0 - 5)? 07-30 
= (фр) (р) 
= 100+ t) Ana li e n). 
E += 1 RAI а =2-81,, tes 


: | _ 2 - 41 
2 
8 2 
Е 4A олду р 
-1 代入 得 d= 一 仿 , 由 由,@ 得 2—Е/24+30= 0,18 d = 542, 0, 


y 


(第 10 3) 
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-3 三, 所 以 ,正方 形 ABCD НК а 28 5-2% 342. 

I. 解 设 P 点 坐标 为 (xz ,y ). 则 过 成 向 圆 巡 + Z = 妇 所 引 两 切线 切 点 
J aW ил + y= Ун AEA о), ашал, Я 
bš p? 


lx, | "КУТ РТА 
- 1 аһ . ЕЯ b 
= > ab |sin20) 1 = „24 0) = 4 时 ， змов МАЁ. . 


-i£ РС асовб, bsin9, ) , Гару = ab 1 тд сов | 


а 1 
JAMY = > 


12. 解 如 图 , 因 淮 线 为 = RANA b 
ЯЯ НАу- у) =2а(х- xo) (a € R). HEH 
ïg- += = FELA 2а = &ху— 3, T) 

ака i Йй Е М. 考虑 方程 组 


у= х - 1, Н m 
a EL A 
Wa 并 把 AR 


得 
(у yo) = (4%—-3)(у+1- xo), (第 12 1) 
Hp y + (3 Arg 2yo) y + yo — (xo -3M1 хо) = 0. 2 


lyzl е парру с уо = 342, 


[К] k= 1,1481 = 3/2, 1 АВ} = — БЫУ 


[уү-у!=3 © Е 
(у-у) = (урж yx) - Аууу), 
Маня Я ЕН Сп 
9= (ур - у) = (3 - 4х 2уо) + 45 (45-3) (1-х) - 4. Ф 


. +F . 
IAR PARMO у) Шу =х'-1,Ң y s A KER t 


Ус 0.4. 9 
х - хр 5 
Аху+2 4х K: -| 
HOLH у ‚Жеке Р ауз p= 0072707: ЖАСИЯ 
4xn 二 2 yo 一 3 хо + 2 yo 一 1 
5(: ИЕЛ 0) = ~ 2 Ар 
Ë 简 得 Yo = Ох — 1. (O) 


= ҹы wi "a 


0696 А 218 1456-31 = 1,4 х= 1 9 х= 
对 #0=1 时 ,yo =2,2a = 1, 所 求 抛物 线 方程 为 {y - 2) = +124 җ=-1 
时 ,yo= -之 ,24= - 1, 抛物 线 方程 为 (7+ Y= - (8-2) 


练习 十 三 
1. W (+Y =27(1+ aP Gi РО) = 290(| 2 ;)( - 1 +t 
=23f ct di, 23, 


所 以 原 式 = 128 – 1281. 
2. := u. IE v ЮРЕ шаа аг О, К (+ z+ 22 + 
+ :!'#З—}. 

3. 解 如 图 ,满足 方程 组 的 复数 z 在 复 平面 上 对 
应 的 点 的 轨迹 分 别 是 桶 副 和 双 曲 线 的 一 支 ,二 者 灾 点 
EO, — 4. 所 以 原 方 程 组 的 解 是 2 = -4i. 

4. 解 方程 左 端 是 个 非 负 数 , 所 以 2(z + iy 150, 
s+ jiER. 进 而 可 知 z+i-36GR,1z+i-3l2=(z+i- 
3)°,Р Ж ЛИМ ОЛЕ Hti- 3 20:61) 1,86 
s= 15-4. (第 3 题 ) 

5 Ж 因 pER, 帮 x2+2px+1=0 的 两 个 虚 根 互 为 共 思 复数 , 即 a = Д.а, 


B 在 复 平面 上 对 应 的 点 关于 实 轴 对 称 ,又 出 书 达 定理 ,oj=1, 妈 ar=1.1at= 1; 
AIS = 1 所 以 ge 有 和 鱼 复 平 功 上 葫 应 的 点 在 单位 园 上 . 


Б а= - 1 is l ip = 88. 


1 
L 
6. Ж pule Aiya AANA 2x -3x+2=0. 再 由 / 


(х) = (242 3х + 2) (35-5) — 1, [fB f(x) = (261-35 +2) (258-5) -1 = 
_ 1. 


7 W G A=1- 4а 0, а AER, !2+11=1%0=0 #7 f= 
-2, ПУ АБ, EH f = 10820 H; RE): 
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GDH 4 <0,80 а> -时 ,P 是 虚数 ,由 虚 根 成 对 定理 , 巨 也 是 方程 的 根 , 根 


ЈА ВН g+, B= -二 .68-B= 广 . 因 I8+1 =i 1Й+11=1,НН(8+1)- 


(B+1) =B'B+B+B+1= 一 一目 +1-1. 说 虹 18+11=1, 对 任意 的 8 成 立 ,于 
是 4A<0 时 ,e> 二 


综 上 所 述 ,a 的 取 筷 范围 为 a 二 


8. 解 і = х+ум(х,уСВ), M х?+ у2=1. УХ, 
Zm x r= (х ух) + (2ху +у)і<0, 


Ë Bayt y=,- y + x< Ü Zy + у= 015 у= 08 х=. у= О. x? 


= В-ро ОЖ х= -了 у= 2. 这 时 z: уг 
_ - 1， їз. 

+х= -і<0. H z=- yti 
о. Ж 由 w= 一 二 + wsl A w+ w+1=0. 因 此 ,满足 w+ 


fi+1 =ОШ Шш y ы” +1=0. &= Зтіт Е МАЕ, ы? + +1 =3{ А 
= Зт + ltm=0,1 ,w+ at + t= (а) га Со?) ок енш + [= 
(0:4 = 3m+2(m=0 Le Omi, wE t l(a nw (Съ) 
жаг +10. НТ 100 的 正常 整数 中 ,被 3 整除 的 有 33 个 .满足 题 设 要 求 的 正 
整数 有 67 个， 

УЗ 


10. 解 Д 3: = 一 252, Bf 25 = +З шу. Кт a, 0 € R*, 562 Ü. 


3/36 < 0, а+1>0, Бъ 2> 0, ИН ВЕ с = уЗ, ËD 3 23b+ (b + 2)i= 


3/3= -43(а +1), 
- (a +), 53 G, иш, 3 ¿NI 2. 


b+2= 5 a. 


3i,zn = -343+34,Җ{ дб = -18-63 所 以 za 二 ~ 18+643i. 
П. = х + мх, уск) ЖЕ, A 


于 是 2\ =43 + 


О, Wx. „в, СТ) 
x” + y 
10y _ 

} х? + ү? 0 A 
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HOH у= 08 х + = 10. 把 y=0 代 入 中 有 


l< r+ 10.66. 3) 


№ х2 + y = 10 АФЯ 
]<2x=5. Eh 


1х + 10 02 м 10 > 6. HOAD; OF, у xEZ, 所 以 x=1, 或 Y=2 
ГИС ЖА х2 + у= 10 9,18 у= 上 3 或 y= +241200), у= +1. 所 以 


所 求 的 复数 2-1 +319: =3 i. 
12. ШАҢ ”很 设 方 程 让 一 实 相 为 & ,代入 方程 衣 


2 
а + да +] = ü. algsel, 
| 解 得 | 


-gte + À =Ü. À = 2. 


这 表明 当 - 2 时 方程 有 -个 实 根 a= БРАВ ЕН - 3 i. 所 
А. ЛЕН Л ДИН ЕЛЕ ЖЕДЕ А 2. 
13. A IRER, S zi = сова + ising, z = cos + inp RP a > 8.a. 86 


1 
РҮП] 得 соза + сов = — T sing 十 ыт = 


м 1 


_0,2лх)).Щ z( + z = } + 2 2 обу 


Т?н 79 Фр соба ~ 8) = – + і а -8= 0х | а= + FRAT „СИВ 
- 1 43 Y ] ‚3. 
cos = 1, п = Ü, cosa = 一 з ana = ВА z = 1,29 = — + š. Rš Jia TER 
| | | Уз. 
fËEz = 1.2 = - 5 Эйн, --у + а= 1. 


14. 解 依 题 设 e BANUAR. 

(1) т а =0. К а= 0. Ду 50, FÆ Ду = 8 3k gy = у. y= 18 В 
=l. {у?е МТ ет р. py PA -TNB 0-1. Ы 
= 10,3, - 1.) 

(H) Ж абу O.M оу a HE. КЕЙН а?а. оу E: l 8 5 Fe 52 $R EL 12 
H M RWE. MA M ia З.У = тог, а, ау. РА абу = a2- aB. y. A а? 


Е: gti y = lam М = 1, _ 1 3. „1301. 


2 + 2 2 
Lu | EE: | . l 3. 1 Ууз. 
z. | Ti. M= 0.1. -1 或 ,上 一 Р) f yb o 5 了 | 
15. ЗЕ AH Z f + (н ДЕ г ВЕЗАНЕ р, оС В). В В! 
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假若 1p1 > Zisi M 


р? > FAES ERA аР. @) 
HD.. OA "> Èn. $ 
HOOOH San) > EAEn НТР КА СРЯ, С ВИЙ 
М. 


练习 十 四 


I _ " ! 
1. # zalai (eos 7 + isin 5 82-1523, = s=- i, 


- ] 
арі) т 
т i= 
a > 二 2 — [=I 一 一 

> 8 соь эс (sini + itic) 

_ 3 “|2 AE. „3л 5) 
2сов чу | Zan о е g + (1 + сов 4) 
_ qa (о Зо +. MES 
= 20 | 2ып R © оз g + í Дс g 
= ¿cos 7 ож {эй 137 4 ¿cos S£ J 
TACOS гы $ 8 
= 20а f L Os т {ов й 上 + ian) 
2 4 ñ 5 


. q . 
з. 8 1 ¿= tala. vE RAM? = tan Tat, —— = tan 


Н. у >0, 1 z= 二 3; 


4. 解 НҒ, a+b, рға ЖШ Јр, Ala h = b+ а. W 


a 02 = à а= +39, /З 1 П 
оз z ТШ А _ 35 l., _ кй 
|, _ 解 得 | РИ, ДШ ф=зу= + > +y i Ë) z= cos + 


2 


ЁБ 一 Т ў ољ 27 + isin Z, H 5, =0,# f= 1, 妈 соз = 6 n + іа — n = L, BË, cos 


sm i =l. z = 2jr 2 й 22и, п = 2k(kC М), а 最 小 值 为 12. 


w s «И = qÉ = eelle + isinllx= —1, 
5. Ж 依 题 设 ,有 


| Zeas H l m+ isin HE) 1" 


= [оон 2 + isin], 
ВП 2"( cos Ha risin Hg) -好 { с 27 + isn E). 
H E ЖОНЕ ЖКТЕ 


2" = з, 
[u= = +k kE) 


可 得 n=2m,m = 2. Ч е2 81, т, n RERE 3 816. КАЕ ВЭУ 18. 


6. ШЕ АУЛ ЖУ H, SY ES KOR AUI + STA i) 


1 ] ] 
‚агс{ап — , arrtan 一 ,arctan — < 


(B+ i) = 650014 DAJ -AAA E] 0 < arctan + š ; т 


3 
ЕР 0 < arctan — + aretan 5 + алЧап 2 + arctan — < л. В ЦА МЕ 
Ж ЕН НИ В 65001 + 2) = 650/2 ( сов z, isin DRAA + Ë BU Ey: 
KMAT- 

7, 解 :co 全 isin 25 是 1 的 一 个 五 次 方 根 , 故 方 妨 а - 1=0 的 五 个 
RA 1. 2.2 e K. 1=(s- 1) х) (к Ala- 2) а), Я 
х2 -1= (х - 1) {хф x a 1). А 


2 


{xa x + x` + x +х+1. 
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8. Ж (Ur=lzl= Z/Zleossti + lanti. ® eosg = |eost|, sing = lsinzg1, £ € 


[0, > ] W 


lcost | + sint! = созф + sinp = /28іп(ф+ -4 ) s /2. 


所 以 r2 
`v [sint] _ 
2 an = 二 = Z апі, B. 0 = O< + , FRÈI О = tan? = 1, Вр 
(2) Ё Ti teostl kas. 
бс Папі gl, -latan l. Ak 1 гес (EED). 


9. #8 1 — [eost 0) + зіп ~ 0) 14 


Ë 1 + (соз + isind Y 


_ 1 [cos( — 48) + isin( — 48) | 
u ] + cos4 日 + ¿sin48 
_ 2а 2@ + 245іп20оов20 


2сов220 + 2гаіпбсов20 
= їап20( 51049 + І0с0840). 


БЕД 1и = 1tan281 = 号 ,注意 到 et0,r) ,有 


G) 当 ыдё = Bat, g Z L ж. АЕ, Ж н = “(св Z + isin 0) 48 


л 
ага = 日 
(ii) 24 tan20 = - 时 ,可 得 0-25 хал иј 
(ов л + ш К > ”不合 题 意 ， 舍 去 . 
综 上 所 述 ,8= 2 үз ， AS 
10. 解 pauh = k( kE BY, 出 
i( z - 2) 
z k 
5 ен) iint- 4 a]. 
щ р> OPT, ар – arg( z — 2) = = 到 ,此 时 所 求 轨 迹 为 以 ОА 为 整 , 回 上 使 


Z ӨРА = а ВСЯ) ; 
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4 k <0Rf. 5-5 cos 4 + isin ЭЛ | 
此 时 ,所 求 轨迹 为 以 ОА AIA F Z Opa = -过 的 圆 弧 ( 不 包括 端点 ) 


`S k=0BFE Pn КИ 5) И лз. 
HEADE, ВТК ДЕР b MO. DUELO 为 半径 的 入, 除去 点 AG.0. 


11. 解 A+B = {со 2 4 isin — J) + ‘(ros + isin 3)" 1 
n n һ п 


x= у. X т.ж 
(cos — + isin — ) — ( cos — + фаш)" 
КА n i n 


т ‚Ж 
| 一 0 二- 一 ?SIn 一 
n h 

л .. T 

| + ros — + гып ` 
r! л . M 
= - =i с, 
Жж 2н 


xX, 
| — cos — ¿sin 
n 


= 


根据 复数 相等 的 条 件 ,4 = 0. B= са £ 
i2. 解 ТУ: = cose + isina, z = #(соЙ + зш}, 23 = (2— А) (созу + 


ыту), КАЛУ ,有 


| соза + krosñ + (2 ~ &)созу = 0, E 

sina + kang + (2— k)siny = O. (2 
7,049 

| — cosa = Асовй + (2 — Ё)сову, KY 

- sine = ksm + (2 = k}siny. d: 


站 + 得 
3 
Hk- 1): 2 


Ж КОҢ k= 1 В. cost yp КЧН - > H - leco- У) 1, А 


Д 


colg y) = ] + 


= 


¿u l А 3 a 
т 2504 Лу 0, 195 sta. 当天 = 一 r Ё = > 时 ,oos(8- 7 取得 
pi-i. 
13. WRR IEKA TH ГУ н рар 0 的 -个 模 为 1 的 复 根 
| 


"tl a | =0, 
从 而 有 [н | wom-1l=1. 
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іші = 1, 1а 11 =. Н < [у ЕЛЕН УШ Е УЕ (1,0)›Н8Н0 
心 ,1] 为 半径 的 贺 上 ,w 只 能 是 e*3', 于 是 
Ta 
l= шз 1) = е 3 , 
Юл (€Z) BI +26062), #81 n+2 可 被 6 整除 


再 证 充分 性 . 若 n+2 可 被 6 整除 ,容易 验证 w = e*3 殉 是 原 方程 的 根 , 日 
lwļ=1. ' 


练习 十 五 


1. 解 1(ї+ї + = = (1+4)21+ 11 
=11+41+1451 +141141 
=/2- |z + Izl 
(+ 六 
_{2+4 
5 
当 argz= На! = а, RARER RERA 222] 
ages 8 z ` 2 ° i ' & `` 
2. Ж 复数 z 对 应 的 点 的 轨迹 为 连结 两 点 410,1) 与 B(0, - 1) 的 线段 , 问 
题 即 为 求 线段 AB 上 的 点 到 点 ( -= 1, - 1) 距 离 的 最 小 值 ,所 求 最 小 值 为 两 点 
(一 1, 一 1),(0, -0) 间 的 距离 1. 


3. 解 因 g+btc+t+d=7+9=16, 有 {a+ с +(Ь+4?%в-уб(а+е+ b+ 


dY = 128, 故 所 求 最 小 值 为 82. 
4. ШЖ КН, = - :zl ?+10i, 中 进而 有 za= -1zl*-10i. 人 名 由 
全 ,四 得 
(2+2)? = 121+ 100. 
即 1z16- 1z14- 100=0,-Ж&(141°-5)({1:41#+ 41212 + 20) = 0, 911 = 5. DE 
为 了 +5- 10: =0, 其 所 有 根 之 积 为 -5+ 10:. 
5. 证 明 12 251 = 11 zzl 
ela- ))(ту-)=(1-үз)}((1—-:)) 
сід t+ lal = 1+ |z Т0 12 
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ell- lali + 121) =0. 


аі = 18 12,1 = 1. 
| T 8 =- 过， 山 
ой = =. D 


(让 若 a&ER 则 ER, 因 a>B8>r>0. 克 e+B<0,af>0. 从 而 徊 a <0, 
B<0. 有 lal<lal+18l=ta+Bl= 卫 <]. 

(ü) а R.J) ap A -HARER B alatasa <1, | 
< 1. 

7. 证 明 《充分 性 .四 1z1 = 1, 故 
а + b: 


KITE 
z 


азы! 
b + az 


lul = 


(ü) 必要 性 .由 u= EEE A == E B u = ERA СО RA 
Iz|=1. 
8. 证 骨 (1)їгрү+г„!?=(др+ о) (а + 29) 
= ZI ' 2+ 25° n+’ 20+ 21" FEE 
=2+ zi" 22 + Zx `Z, 
= 1, 
可 得 zta + д" + | = Ü. @) 
а a= RADIE z + духу + 22 = Ü, Fr l 
|; 
z = (z z+ 2+ 4%) = 0, 


Ж z = z 
DARS са) | эги, 2 92 ЕЮ real, R 22 СЕЛЕН 


3 
аге la + 1. 着 盾 ). 由 等 比 数列 求 和 公式 及 { 2 ) -1 TD) 中 已 证 ] 即 可 求 


得 和 式 的 值 为 零 . 
9. 证 明 ЖЕЛ lale 121 = 121=1. 依 题 说 ， Ë z, = – {+ 2). TE 
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[2312 = лз {z + z;)( Z(+ ду) = РЛЫ РЛЫ УТУР 
从 而 得 агъа -1. 于 是 
а, l= (zi -sz — 2) =3, 
ШИН а — 251 = 43, Ain- 231 = la- 四 = 有 .命题 获 证 . 
10. 证 明 (Data+ Aza + À z, = Ü 
(50+ A)(z +4) = 1412 


sla + Аа + А] = lAl. 


(2) z+ À Са +A) + A) _ [À i 
љ+А (+ АЭСА) |2, + À |: 
_la+All2a + Ai _ lz + AÍ 

|z + AÉ C las + Al: 


11. Ж 因 1x|=1, 故 可 令 z= cos + isin0(0< 0 =2x) lu 
Кх) = lz - z+ 2] = (сой + iaing) – (сове + isind) + 21 


= 6 + 4eos38 — 3ens28 — denad 
=y 6+4A(4cost8 – 3соз@} — 2( ома — 1) – dosd 


= 2, (2созй + 1) ооё — 2.) T 


=H. 
当 cos9= -EB zs -La Gitt о) пах = УЗ, НВР. 


12. и Фу у = ма + ах, а= yeh, аз = узіп. ОВЛ З 0). Ж 
у = 0, Жа 
21 scosd + nsin l g iz 
Я. 2] zicosd + z>sin0 |? 
= 2{210050 + 2,0080) ( z coa + 230096) 
= 21:120020 +215: 123120 + (gz + дугу )він28. 


2+ 112+ | + 22). D 


ADRA 
12, 12(2со#?@ — 1) + 12›12(2виЁ@ — 1) + (zi z3 + 252) віп29 


= |z,” + zz! F 
ЁЛ (lz? - lz je + (zu za + гуш, }зїп2#=с 1? + 0921. @ 


注意 到 212) + zA = 2123 + 2121 
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是 实数 , 概 据 柯 西 不 等 式 , 号 式 左边 不 超过 
(Пу 12 15 12) (zz + тугу)? 
=V lalit Izl zz + zz 
= (z+ 20) С + 20) 
= |z? +z l. 


故 @ 式 成 立 ,命题 获 证 . 
练习 十 六 


І. Ж H61=5x<x 3-1, 212 = (Sx13- 12 3 13 1. 
200 „29% „ 16x (2258 = 16(13k + DE 
= (134) x 161 (13k) + TROK)” + + CE] + 16 
= 131 + 3. 
RE k IEN АКАК ОУ 3. 
2. 解 ” 设 展开 式 中 第 r+ 1 项 为 有 理 项 , 则 
了 = Ско(3) 9070605) = Ga 397%-53. 


SERAT. 5 均 为 整数 时 ， 了 . ,1 为 有 理 项 , 故 r=15k, lær + 1= 101, 解 之 可 
得 r=0,15,30, 4.90,47 h. 


_ 1 s. +1 ` 
R B hce l с\й 


R 


та ыл 
2. k + 12 = „+124 C2 


#=0 =й 


_ €l ` 十 了 办 让 十 上 
(n + y 24 С? 


_ 33+] = 1 
С 2(в+ 1): 


4. 解 ” 展 开 式 中 第 五 项 是 
= СО)" - 25-09, 
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第 三 项 是 
= С)" = 


КЕӨ, 
С _ 10 
TC 1' 
M элгй 1090025. 
EIH оп1-5һ-2А4=0, Н о п=8,п = -3‹@&).Ф rsl, a- 5)8=1,80 
为 所 求 . 


5. (3.722908 (3 -ү{2у®® 
= {5 +2{6)!®! + (5-2/6) 
= [5 + Cho ,5!99-2.[6 + Cha 579 * (2/6)? + + СЇЙ +5, (24/6) 10 
+ (2{6)!'®]+ [s С 590.246 + Cha 579. е), СН "5 (2 
Jaye - (2V6)iml] 
= (810 + Cha '579,24+ + C.S. 2480) 
= 10(5#9 + Суу 5722.24 + + C-A), 
和 的 个 位 数字 为 0. 
б. 证 朋 根据 二 项 式 定理 ,有 
a, + (- 1 °*1(k + 1) 
= Сез 4 ЦЕ ж 1) 
„20р K. + (Тук + 1) 
_(р-2)(р-3)(р- k- 1) + (= 1): 1(g + 1)! 
k! 
于 是 
кПа + C- 1) + 1)] 
=(p-2)(p --3)=- (p- k+ 1) + (НЕ +1)! 
=mp + (- 1). (k+1)! СОКА +1)! 
= mp. 
这 里 mEN.Ælgkep-2857,k! 不 能 被 p 整除 ,因而 命题 获 和 证 ， 
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7. WEA [М(1+х)?®=(1+х)'(1+х)"= 
(С + Cle + С? ++ COICO o- ta IÍ С + С” + +С), 
比较 两 边 э^ DRR ERICO (C+ + (ср, EAA С, = G, 
命题 获 证 . 


8. 证明 $ rat, = 


h = x-— y, y = О, 


全 二 > өз, (хуу (х у) > 2х". 
H fety)" ж (х у) l + Cx" y 2 
л КШ. 
9 证 明 ”n=2 时 ,不 等 式 显然 成 立 , 现 假设 2:< Ch 4 Ea. S n= k+1 
时 ,一 方面 ， 


Ga ДЕЖ Akl оа 
Xib (EADE (k+1)! EF! l)i 72651 


>2(%,>12'2*=2**1. 
为 -方面 ， 

Ct #2б%.=2-® Ch <2°208 ach <4-45 =4**!, 
故 n= ktl, ЖАКАЙ ЗЕ, ЖЕ ЕКЕ, АКК n DRE. 

PE HEES A= ар, as ans injana anl. Ш n АН А 
的 4 的 真子 集 有 C,T. m 4 的 所 有 子 集 数 基 2°=4" 个 , 故 有 右边 不 等 式 , 又 设 
集合 B = 6.05," =, Р, В, = а 1.852077 an Ч ЕЗ B 的 一 个 子 集 ， 
RHA r TAR. Aren MARS B 中 任 取 (nr) 个 元 素 ; 再 连同 B, РЖ 
的 全 部 元 素 ,这 种 取 法 实际 上 是 从 集合 4 中 取出 .n 个 元 素 的 一 种 方式 .注意 到 ， 
зе r= п 则 从 集合 B, 中 取出 (rn - 个 元 束 方 式 趟 是 惟一 的 .因此 , 业 合 B. 
的 全 部 子 集 数 少子 从 集合 4 中 取出 个 元 束 组 成 的 子 集 数 , 印 2" < Ch. 

10. W = (6-1) + 6,25 


- Увесь УЫ. Ф 
k xÜ k=Ü 
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因 К-ту 


_ п(п-1)(һп—2)! 
(5-2)! [(п-2) - (k - 25] 
= п(а —- 1) t | 

所 以 (Е 106 X nla- DOR л(п-1)5) бу 


я – 2 
= n(n = 1) 5 G = пв = 1) 2572. 


бк п) = ле?" 7° 
ЖО, ORAT, 4# 
Sp C= п(п - 1):2" 2 n2] е niat 1) 2872, 
=l 
1. (1) % х= ARA 
(I+ x+ x°)" = aot арх a +, + Gy X” 


可 得 (y+ ytl) = фу" + озу? + 2 
比较 外 .名 如 得 = бза я Бап). 


B 
(2) io = - +i. EDES x=w, 有 


Aat aw + mwt + азо" =). 


и SI = ao + (y mo T ''', O = а 十 GQ, + ay +", S, = 好 3 + dš + tg + "° 


HFR EDA 
(5,- S) = 0, 
由 此 可 知 5, = 5. = 53. 再 在 中 中 令 z = 1.3 
5, + S; + S, = 32. 
于 是 S = 3"), 
12. 证 明 EJ 


(1+ а) (жа) (T+ a£ [| tat at ta) -(1+-®)у° 


R 


=1+ Ch 
п п ti л 


D 


,根据 复数 
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М. nt =(п-т)! (n- m+1) = ns=(n—- m)! a (m=1,2,-" n), 
TE ors or ip (т=1,2,з,л).  @ 
Ф @Ш КЕЛЖ. 
13. 证 明 № "йк лут(т-1)(т-2), Ф 


(аре) 

(D R Т С, (Тв х)" 展开 式 中 必 ARA, П О ВУ A 
n, * n, m= СС, Ca AEC +х)%,(1+х)%,61+ RRRA AF z 的 系数 . 
Е РА (Т х)", (1+ e)n e ,(1+х)%, ERREAL + к)", Вр 

{(1+д4)" 1х) lta elal x)", 
ERREF x` 的 系数 .应 有 

> уб Са бу Са, (2) 
此 中 和 号 遍及 一 切 满 足 由 + 天 ++ 上 =3 且 天 和 二 (=12, s YB FE Ж 
PE hno ;天 ). 现 只 对 加 中 左边 某 三 个 А.А, h 为 1, 其 余 的 为 0 的 那 一 
部 分 求 和 ,那么 这 一 部 分 的 和 就 是 中 的 左边 .由 于 部 分 不 大 于 全 体 , 所 以 吕 成 


练习 十 七 


1. EAA В PH AC, PD WOO ТА, £ КРА = Z CAD = 2 СКА = 


£ РЕК, Ч A РКЕ є AARP, 从 而 有 PK = T, ВІ 


PK? = KE- КА. У КВ? = KE- КА, ЕКЕ РК = КВ. 
2. EA ”如 图 ,这 ЯС, BAD = о, Z ПАС 


=, ВКА = 0, АВ = 26, Й sina = — = — = 


АВС = 8, АС = ABsind, CD = 2RsinB, DB = ` ГЕ 

| МАС _ DC _sinf „АС _ ВС | 
2Rsina .所 以 经 віп, “DR m, Жар = Dp 

3. 证 明 ”如 图 因 УЕЛ 关于 直径 AB 的 对 称 点 , 故 点 ЕА Е, B AN 
= АЎ. MA, | МА 为 人 PMD 中 人 PMD 的 外 角 平 分 线 , 故 久 = үр ©. ЖЇН 
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JE 
sing „EEE = sing, XA AE | BE, BC LAC, АЎ 


АВ 是 直径 ,有 АМ MB, MB ЖЕ Z PHD. MUTE = ВМО), Q ,@Е РА 


р 
Т А С 

(ЖО3 ДЕ) {第 4 BR) 
4. 证 明 如 图 , 因 BD: Ва = ВТ: ВМ, FRL вй = ру, BM. 又 因 СЕ. СА = 
CM. CT FEL СЕ = ST. СМ. BM- СМ, B h AT ЖЗ 2 ВАС АЕТ = CT, 故 


СА 

BD = СЕ. 

5. ЖИН ВА FH % A ABG УНЕ Н О T K 
【如 图 ) ,连接 AF AK. BZF = ӘР, АК Ж ООМИН 
16.18 ВК, CK. BH. CH, ВК Ж CHL АВ, k ВК// 
CH. 同 理 B/CK. 四 边 形 BKCH R 3F47U04 OD E, K 
ЕН ЖЛ BC. 

6. ЖЕЙН #ЁВС=а,СА=%,АВ=с,В p= (a 
+b+ с), W] АЕ= р-п, CD =p- c, WE < EH ЗАВ F 
МК. (第 5 题 ) 


АЁ _ ЕК _ 
E ЕК ВС, = Re = = 全 ,又 了 = ВЕ, KH/ 


BD, 所 以 КН = КЕ. TEGS = AAR НТА уы Ар = AF, АЕ < 


(I — а 一 


-所 以 EH = eter oo) а-а} уун кєў CD 可 得 EG 


十 


ТЕТ 
ж-а. сар O) яш mr- 2ЕС, EG = GH. 


— 
— 
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т. EA 设 男 内 接 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交 
TA 0,0 Ар. ВС ЕЙ Л 0..0,. AB. CD 中 
ARIMA E.F. 

ЮАО. ВО HPE M,N EIE O M. ON, 
EM、EN, 则 有 O M=- Аб = EN, О,М = + BO = 
ЕМ. У. 

Z O IME = Z O I MA + Z АМЕ 

= = - 2 O, AD + „АОВ 
= r 2,7 G, ВО + „АОВ 
= Z BNO + Z ЕМВ 
= Z ENO, 

ШАО ME 2 ENO, ANI O, E= ЕО,. 

同 理 0 F= ЕО,. 

故 O, .0, ЖТ ЕР 对 称 . 

8. ЖИН 设 虽 I 半径 为 r, А = 2а.В=28,С=2у,р=28,Ше++у+8 
= х. 于 是 
М = ADsinA апр + BCain B ' sin C 

= ricota + eot ) sin2a * sin28 + (с + ойу )sin? sir? y 
= Фрг( сово созбап( a + Š) + cosBcosysin( B + у) ] 
=2г[сов(а - @) + соба + à) Jain(a + ó) + 2г[со(#— y) + сов(Д + y) ]sin( 8 
+ у) 
= r[ sin2a + sinë + sin28 + sin2y + sin2(z + 8) + sin2( ñ + y) ] 
= к(5ш2е@ + sin28 + вш? y + sin28 ) 
= г(зіпА + sinB + sin + sinD) 
ЕЈ N= г(епА + sinB + заб + sinD). 

所 以 M = N. 

9, 证 明 Ú 0А=К,О С Чоон E rn Ш OC = R — r, = 
Jr A r= 12-1) К,00- R- rx, (Q = r, + ry. 52 СОО = а, КУРЭ, 
有 


тозе „ ОС + 00° С 
- 2. OC. O 
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_ 2r1 + (R ~ г) — (ri + ra)? 


2 72r (R 一 ғ) 
К 一 (1 +42) г, 
= F _ ra a 
D 
HOQ 55 OA Тр. КА 00р 中 ， 
гу) = QD = OOsin АО = (R — ry )sin(45° — а) 
= “E 2 (esa — апа). @) 
HD ,多 可 得 


R- (1+242)r, 
sg = R-n 7 
于 是 ,有 
ОО + PO = 00 + OQsima = OO(1 + sine) 
- CR- r) 2082000 
Ыр, 
= 2[ R - (1 +42)r], 


L+ R-2 
20Р =200c0s0 = 2( R — п) 
=r 


=2[R- (1+2) r]. 
所 以 ,00 + ОР =20P. 命 题 获 证 . 
10. 证 明 首先 证 明 久 P09 与 直线 
АС 相 切 于 同一 点 38. 若 名 已 与 40 相 切 于 点 
5,00 S AC 相 切 于 点 3, 则 AS, = + (АВ 


+ ВС + AC), AS,= D(AD+ Єр + 4C). 国 四 
WE ABCD 是 平行 四 边 形 , 吉 AS, = A5,, 即 
8; 与 83 重合 于 同一 点 S. 

如 图 ,连结 4P、40, 分 别 交 CM. CN + (第 0) 
E.F, RG P.(5 0 59] # A АВС AACD 的 旁 切 圆 :所 以 


АСЕ = 一 SC0 = 方 和 SCD 
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= 二 (180 _ ZACD) = ФР - 1 САВ = ФР - Z CAE, 


Вр АЕ | СИ. AF_ CN. 

БЛП ACH 和 全 АСМ БЕШ ЈЕ, АМ = АС = AN. У. АК = АЗ = АІ, 
АК — АМ = AL- АМ, КМ = EN. 

11. WERA ”如 图 , 连 АУ. BM, АМ | АС, ВМ АС, В АМ, ВМ 是 入 4BC 的 
ЖЕ. ХАВ, CEL EIAN BM. 相交 于 一 点 , 设 为 总 .过 点 作 圈 的 切线 交 
CH 于 P, 则 

Z CNP. = Фр ~- Z PNA 
= XP ~ Z ABN 
= Z НСВ. 
及 HN | ЄМ, P 3 CH Ppa. AA, i МАНЫ Ы CH EZT P É. [КШ 1 
过 点 Р.Т Р EE M.N 的 圆 的 两 切线 变 点 ,为 一 定点 .命题 获 证 . 


(第 11 题 ) 

12. 证 明 ЖЕ АС.АВ.АС. Д AB= AC i Р, 
CRAEN O ,使 АР ДО TF K Р,Н ЕЕ АС 
于 点 日, 则 AP -= AQ AC ЯК AP Яр, MJ РОС 
= Z DPC = „АВС = Z AGB = Z АРВ. Pa | 


Z ABP FRULA CPO A ВАР, Ж = БЕ, ар 


= 50 ВР- CP = АС. CQ. 于 是 АР? + ВР- CP = АС 


-AQ + AC: CO = АС(АО + CQ) = AC2. (第 1288) 
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13. 证 明 ”如 图 , 设 BD = a. CE = b RETZ SK IE 


理 ,有 
(А+ BOR- B0,) = AB- BD, 
ВШ ВОї= К? - аАВ. Ф 
IM Z O ВА + 0180, = — „ВЕ 
сов“ O ВА + сов 0, ВО, = 1, (9) 
АЕН ЛОЯ (第 13 题 ) 
(АВ? + ВО: – OA (ВОЗ + ВО — О, 0) =] @) 


ДАБ. BO 7 4BO BO 
A къ, 0 0,= V Къ - r AR: rE Ф OTI 
г2(АВ – а)? + (r V 460 + r- AB а)? = 4( В? - АВ+ а)т?, 
I (2+ ABa -2AB riv AR + 2 г) а + тї( АВ? + +?) = 0. 
а 是 方程 
(+ АВ?) х2 - 2АВ- (4 АК + т? т) к + (АВ? + г?) =0 @ 
的 根 .同班 上 也 是 方程 外 的 根 . 根 据 韦 达 定 理 有 


_ (AB + 7) _ 
ab = г? + АВ? =", 


В BD- СЕ = 二 .命题 获 证 ， 
练习 十 八 


1. WERA 设 AB.AC НУН 25 M. N, jE A 
接 EC. РВ. MD Ж АВ KP PER, SR ZA = 
Z ABD. У.Р МЕ ЖАС ЧН MAZI = ZA. 
于 是 “1= 一 450D, 有 有 CC 四 点 共 圆 . 

2. 证 明 (1) 如 图 , 连 PB.PC.PI,M] PB= ро 
PI= P0,Z1= 22, ВС = Z BIP + ZPIC=/71 - 


+ +Z ABC + Z2+ 4 АСВ =2⁄1+ -- АВС 


+ F АСВ, 1 = у Z ВАС. ТЇЇ, A Z PIB 
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= LPBI= 1+ у АВС = 3 (Z ВАС + АВС), И, 
A. 1. P ZARS. 
(2) 因 ВРС = 180” — 271=180 — Z ВАС, A.B. 
P.C Щ ЗЕЙ]. 7 
3. 证 阴 (1) Е, Е ОВ, ОС, ВС, НВ, НС. В 


LA 了 BC=6p ,所 以 人 BOC= 120. Z BIC = 180 - + (В 
+Z C) = 180 – ӨР = 1ХР. A A = Z HBC, Z2 = 
Z НСВ. Z ВНС = 180 – ( Z НВС + Z НСВ) = top - (ж 28) 
(Z1+Z2)= 28, 所 以 B.C. H.I.0 Ж ЯМ]. 

(2) AH =2 Reo = R = ОА. 

(3) Ж 必 , 并 延长 交 图 O РА Е.Я Е ABCP, NE ОЕ, Д ОЕ | ВС. 
АН OE, AO = АНАН АОЕН RÆ PCL AIL МА, ЁК АМ = AN, X. Z МАМ 
= F, А AMN 为 正三 角形 . 


(第 4 题 ) 


4. 证 明 如 图 , 设 了 为 切 点 ,连接 АТ, МО, НИЈЕ ША ВМ = MT , TP = 
PD, АТ RA АВМ ВАТИ, RA АТР КАРР, T E: МАТ = / МАВ, Z РАТ = 


《第 了 题 ) 


LPAD, 可 得 LMAP = Z MAT + Z PAT = -y (Z BAT + Z DAT) = 49, X. Z ОВМ = 
45° ,所 以 A,B, M, Q [фк ЖА, JA fl АОМ = ZABM = XP = МСР, Р.О. 
M.C MARN. AA PNM CURAN. FE P.Q.N.M.C T a 3k Bl. 
5. 证 明 ”下面 证 明 更 强 的 结论 :三 角形 АВС 与 三 角形 WB'C' 有 相同 的 四 
接 圆 . HAWE AHC А.В СУА, ПХ ААЛИЕВА А.В. С.А 
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ЕЙ]. 
如 图 ,过 A, BICARA C.H 
ZBC= ZA + y (Z B+ ZO), 
УЯ А' EA IBC 的 下心, 出 BA' = ЈА' = СА’. 所以， 
ТВА! + ZICA = Z ВА! + СА! = Z ВІС, 
Z ВА'С = ЗЫР - Z ВІС - (Z ІВА’ + ZICA) 
= ЗЫР — 2⁄ BIC 


= ЗӨ - 2[ ZÀ + (В + СУ 


= 18Р - ZA. 
EPZA +Z BAC = 180, ЕТШ А.В. CA N. НЕА. В.С. Ар. CH 
H]. 


б. ШЕН 设 BD. CE 3 T F, AF( 如 图 ), 因 
ДАРЁ = АЕР, A.F., D.E 由 点 共 圆 ,于 是 
Z DAE = ZDFE = Z ВЕС. М. ZAFE = /ADE = 
АВС, A. B. C. ЕТА BEN, Br 2 ВАС = 
Z ВЕС = Z DAE. | 

7. 证 肯 (1) 在 HM 的 延长 线 上 取 一 点 DD ,使 3 
MD = МНО), BD „Р С, CH. НВ, ШЖ 
BD'CH 为 平行 四 边 形 . 关 CH | АВ, Ы ВР | AB. 
同 理 CDLAC РТЫ A. B.D. C Bl a E|]. IN НМ (第 了 题 
ЕКА, В.С ИАА ПНА, A - 

РУР 重合 ,有 HM = MD. 
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(2) 因 四 边 形 BHED 为 平行 四 边 形 ,BHLAC, 所 以 DC | AC. AD 为 直径 . 

$. ЖАН 如 图 , 设 她 为 直径 的 圆 交 AB、AC 于 
ш, E.A) ЕН | АВ. НАВС HEt, PTE С, 
H FZR. MA, H E ZARR, TE В.Е, 
F.C IA ER], ВИ M ABG, КЕЛАМ Ё 
Ей, MN | EF, PT = ЕТ, N PATES 
Z BAC. XA AT | AS, ЯЕ AS ЕЛУ Z ВАС 的 外 角 . 

9, 证 明 如 图 ,连结 BI Я ВЕ, ШЕЕ BDE 
HEFTE, AZID = Z ЈВЕ, 

ЭЕ BC УЈЕЖ ТЕ, IFB = Z BEF + Z ЕВЕ. 
因 АВ ЕС) BDE 的 切线 ,所 以 4 = Z ВЕ. У. 
ZAB] = Z СВІ, ТІ Z ВЕ = Z СВІ, ВТ ZIDA 
= Z IBE = Z ЄВЇ + Z СВЕ = Z ВЕ + Z СВЕ = 
Z FB. B І R.A ABC 的 内 心 , Z Ср = ZICE, i 
Z DIGQ = Z ЕК „В IC FAZ DIE. i 

10. 证 明 者 喇 边 形 是 矩形 , 则 四 条 垂 线 两 
两 重合 后 交 于 一 点 ,命题 成 立 . 

НЕЕ ЦИЕ ЗЕ ВЕ, ШЧ TAR FE T 
AAPA РЕВНО ЗЕ Тт, ШУРЕ 
F Puth a АГРЕ АУЗ TERR LAA. 

若 图 内 接 四 边 形 对 边 均 不 平行 ,如 图 ,内 接 于 
[Ü O 的 四 过 形 ABCD KAFEA EFG H. i8 
过 三 .已 所 作对 边 的 垂 线 交 于 Р, F. H ВТЕ 
的 乖 线 交 于 产 . 连 ОЕ, ОС, OF АВ, Об] ЮС, 
ДЖ OEPG 是 平行 四 边 形 ,对 角 线 ЕС, ОР З 0 
日 被 8 AMFA. LAHE EFGH 也 是 平行 四 边 (第 10 ER) 

М.О 点 也 是 HF 的 中 点 . 同 理 可 知 四 边 形 HOFP 也 是 平行 四 边 形 , НЕ 的 中 点 
也 是 对 角 线 t 呈 的 中 点 ,所 以 瑟 与 严重 对 ,所 以 ,国内 接 四 边 形 中 ,过 四 边 中 点 
引 对 边 的 四 条 服 线 交 于 一 点 . | 

11. 证 明 ШЕ, 0 EG 0 /.O0,..GO 0, 的 公共 点 ,A、.B,C 分别 是 四 总 
与 全 人 ,加 0 500,00 500, А. 

H 04 ЖО О, УО О, HAHI, OB ROO 500 ЖИЗ, ОС ЖОО, 
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3100, ВА, ВТУ 041 ОО», ОВ__О,О,,Щ 0,05. 0 0, 分 别 是 ОА, ОВ 
H PER. 
注意 到 А,В, С 三 点 共 线 ,于 是 在 加 0 .器 0 P, 200,0, = 5 бё = 


ӨВС = Z OBA = +@ = Z 00,0,,šz 0.0,.0,.0; MEHM. 


(第 11 EG) (第 12 题 ) 

12. 证 明 9 AC. BD ZTH, EH O00C、0D、CD( 如 图 ). 因 AC0 = Z САО 
= 二 (DB 所 以 ОС ECO DHC 的 切线 .又 因 PC | СО, MODRE 的 国 心 在 直线 
PC E, AR, ODC 圆心 在 直线 PD E dk P HODHE 的 圆心 .所 以 PH = PC. 
W PHC = Z PCH. ХЛИ Z САВ = Z АСО, Z ACO + Z PCH = ФР. PW L Z САН + 
Z PHC = ЖР. PH | АВ. P.H.E 三 点 共 线 ,所 以 AC. BC PE 三 线 共 点 . 


#k>] T Z 


1. Ж ЖАС. АВ! = АС, Z AB' E = 
Z AC F, Z ВАЕ = Z G АЁ = ЖР — /ЕАС,& 


A B'AE = A GQ АЕ, ЗАЕС E = SA EC = + 


Szsmzzcr = 才 , 即 两 正方 形 共同 部 分 的 面积 为 


1 

7 
2. 解 H pH Z pr,AG 2 СЕ, ЖЮ (第 1 题 ) 

ВЕРН 5 AECG 区 为 平行 四 边 形 , AABQ © 

A CDN ,A BOM A РАР , A APH A CHF, A РОМ: A ВЕС. Ñ AG = 


2 
7 4D, BH 
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2 
= + AB, 
› 2 
所 以 Saec = T Sanco = S= урн • 
1,2 
ЗАР; = SEE = 2 F Soano- Зибиа) 
= 5р0 ЕВКиМ- 
Ж AH =- 
Smakas T Soan 2Sa a = 6) - 20 = 40. 


| 
АВ, BE = > ВС, даво = дарн = 9. 


р 
Smak = Smara 一 Smg = 40 — 2 x 8 = 24. 
3. 解 ” 连 结 BG, DG mE). A Sag = T 


Sa арс = Sa вс. МЈ А АКЄ = Ул cre. РЕТ) 5 л рес 


1 t 
= JA EE = Sacre = Sang = 3 Хд двр = 5 Saa 


1 I 1 
= 1) Soas = ту. Ж Saan + Sapo = 7 


S. ncn s ATLA Sa др; = y -根据 共 边 定理 ， 


可 得 Sa асн 一 л ap ш SA акн 


(第 4 题 ) 


Sa две. PH l: Sager = 3 ЎА ABCD - 


I АЕ = EF PELA 5 ку = Saga. 同 理 , SA cas = Sagcp, 所 以 S A скон = 1 
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Space =E Sioen- 
5. Ж ШЕ. ВС=а.АС= &,Т,.Т,, №, N, № ЕА ВЛЕ 
$E, Ш] 


可 得 
Jaage = Му + W. + Na + 440 


= (T+ T, + 441) + N, 


(20) „в „1 
АВ Saag Hl 
Ék АВ = 21 / 440. 
设 加 对 应 斜 近 上 的 高 为 后 ,人 4BC RRALLA A h, W 
2 
(=) т. Ф 
h = А, + 440. D 


AO ORE һ = 1/7240. TE 


Saare = Z AB = 2-а, 


即 得 ab = 212 x 22. (9) 
М, АВ? = д + b = (a+ Б)? – lab = 21° x 440, (4) 
SLAD 
at b = 462. 
> > 
С В as Н 
(第 5 题 ) 
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即 为 所 求 . 


6. 解 、 设 大 矩形 边 长 为 1 的 边 被 Bal 35 
分 成 长 为 a 1-а 的 两 段 (0< a = Bl 
2-42 
(e < d), Ш {第 6 题 ) 
asl, 
(1- a)d>2, 


1 2 1+а 
й c+ 人 YI a all-a): 


1+ a 
+= (T a) 


ѓа? - (1- a+ 1=0. 
注意 到 51.8 
A=(1- ғ) -4 = Ë — 6t 120. 
和 解 得 1:33+242. 故 c+ d=3+342. 另 一 方面 ,等 号 可 取 到 ,如 图 所 示 . 故 c+d 
的 最 小 值 为 3+242, 即 为 所 求 ， 
7. Ж ШЕ. 0 HAARE ЭҺ, ОА = N, 
OM ON З АВ. ВС ШЕ ДЕК, EE М. N ЈС 
ВІ A T i JE ВМОМ. N Samo = 5л амо, Злам = 


Saco. | S= + Saa 


Š A. а = Saa — 25 =F Sac- Ф) 


HLA, В, 2С RLB- Z. TE (#7 Е) 


Z A0C = °F HOR 


Вр к = 1-а = L 4 Rsind*sinC. 
3 3 
于 是 віпА sinC = 


— ош(А- C)- cos( À + С)= 2 
< cld- CY=l. 
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故 4=C. 所 以 入 456 为 正三 角形 . 

8. 证 0 图 , 连 АС, £ 

ЖЕСЕ: >=, 

a+c=b+ d, (1) 
АС? = д? + В? — 2аЬсозВ 

= 2 + 0 – 20Ьсоһр, D 

由 四 可 得 

(a- b= (е- dy. {3 

由 名 ,地 可 得 (第 8 题 ) 

ab[l] — coa B) = ed(1 - сор). (4) 

因 Sipcp= 广 absinB + + одар = v abed, @ 
Ф, б) 

ДаЬсі = ( absinB + edsin D)° 

= а (0 -cos B) + 2abedsinBsinD + с? d2( 1 — со D) 
= a2b2(1 + cosB)(1- соз) + 2abedsinB:sinBp 
+ с ЁС + cosD)( 1 ~ cosD) 
= abecd( l + cos B) (1 — cos D) + 2abodainBsinD + abed (1 — cosB)(1 + 
сов), | 
即 得 (1+ сов8) (1 со + 2sinBsinD + CL- cosB)(1 + cosD) = 4, 
故 cosl B+ D)= -1. X 0< B+ Dela, Prid B+ Z D=x,Ë A. В,С. D 
Ща ЖЖ. 

9. 证 明 如 图 , 设 号 .下 .下 分 别 为 锐角 
AABC 三 边 BC. CA. AB 的 中 点 . H . E,. H, 为 
ZF AFE, Z ВРЕ. СЕР ЗЕ х. 5 3 Z AFE х2 
A ЕВР МЕРС, E AH Н SAHE 2S A. FH,D , 
AAH FEA EH,D W 


SH Fi, DH, E = Sa рер + Saser = Y Saase 
命题 获 证 . | (第 9 题 ) 

10. ЕВН iZ РАР = Z CDP = САР = оа.1 АС - 2г;, Вр = 2r,, W| PA = 
2гсоза, РС = 2л віпа, РВ = 2r;cosa , PD = 2тузша. 又 СРВ + Z APD = 190,6 
sin СРВ = sin APD., FE: 
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Sap = -y РС“ PBsin СРВ = 2гугуйпасовазїп/ СРВ 
= гүтузїп2авї СРВ. i 
Sapo = > РА» PDsinZ APD 
= ғ; rasina cosa sn АРБ 


= r] rosin2asine СРЕ. 
所 以 S A реВ = S A pap- 


С 
У В 
{第 10 Ea) (第 11 ER) 
11. ЖН WE, iZ AGM = z, Z AGB = 0, Z BGF = 8. 则 Sisco = + AC. 
BDsin0, 设 А',С' 为 4,C 在 MN 上 的 射影 , 则 АС = 2-6 с МА 1 рж ар 
CISA CUSE CSI 
<р TEE 


бо sin | 
200sa "cof 
Н яш? = sin(%P - z - B) 
= cost z + 8) 
= Coag tos — Sir sint 


= сова соз, 
CHARY о =0 900-0198), Ж Seos T HENA M.A ЖА, М.С 
重合 , 且 B.DP 分 别 在 FS、EQ 上 ,或 Р. БЕВ, E DEG, H A.G 2} М5, 
NQ 上 时 取 等 号 . 故 Sow 的 最 大 值 是 -3 


12. Ж 设 和 EC 是 边 长 为 1 的 正方 形 48CD 的 任意 一 个 内 接 正 三 角形 . 
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W W.A ЕЕС 的 三 个 顶点 位 于 正方 形 的 三 条 边 上 .不 妨 设 顶 点 F. G 在 正方 形 
ABCD 的 一 组 对 边 上 {如 图 ). 作 高 研 , 则 下 天 .1 四 四 点 共 图 , 连 KD ,# Z КРЕ 
= Z ЕСК = GP. КА, FAZ КАЕ = Z КЕЕ = ӨР. ëk Zx AKD 是 正三 角形 .这 说 明 
A ЕЕС 的 边 FG КН ЫЕ, K oE k. M FK_LAB H, EK REME, ШЕ EFG 边 


长 为 1, 最 小 ,其 面积 也 取景 小 值 ,等 于 闻 , 当 KF 过 点 有 (路 Р.В 重合 ), 此 时 
人 EC 边 长 为 46-yY2 最 大 ,其 面积 为 243- 3, 世 取 最 大 值 . 


(第 12 题 ) (第 13 880) 
13. Ж Й, Ж ACI Saqse = 51, Зда = S;, лв = Ру, Sapra = Qi. 
Sanas = Рз, Sa pas = q>, W дарс = 53, Sag = 51. Н 


可 得 S, = гё Pg. FE 5121-42 RA 


+25 5 
1s 4 =E. 


当 且 仅 当 Pi = а, MRES HE28 < АС Н {д 5 p, = до MRES 80 
S 5 S, 
SR Sras 1. 


SEAS pi = gi, pz = 4 НЮЗ, В AC РО 时 бус ARRERA. 
练习 二 十 


l. 解 ”根据 梅 滥 劳 斯 定理 ,直线 АСО, АНЕ RA BCM ,有 


Or -aan _„ 
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及 
从 而 得 到 ”BG = СМ, BH = 4НМ. PRV 
GB: GH: HM = 5:3:2. 
2. 解 “ 依 题 设 ,可 得 由 - 4 D. .根据 梅 涅 劳 斯 定理 ,直线 FDC R 
АВО, Ж 


ШЕ 


BC 3 ВС 
所 以 DTR? ,进而 有 经 5 = 3, 于 是 


证 明 зво = 3040+304 35) =315, 
3 R hinaq 8: СМ.АХ тунт м.м. гем, 


ІС ` MA АВ 
了 关于 三 边 中 点 对 称 , 所 以 АМ = BN, BN = AN, BL = CL, CL = ВІ, АМ = 
СМ, ©М' = АМ, 代入 上 式 得 - т Asn FLM N ZARE. 

4 Ж ИНЕ FAB RAUB ,由 梅 温 劳 斯 定理 ,有 汪 fp ps = 1- 同 理 ， 
直线 paga sc C.S СЕ] на DOBRA SBAS DC сЕ 
= АЕ ВО. СЕ] 根据 梅 湿 劳 斯 定 理 知 D EF EARR. 


5. EA it P.R 0 ASIA ЕВ, ВС, СЕ 中 点 ,因为 上 .8、R 分 别 是 C4、 
CE CB 的 中 点 ,所 以 它们 在 同一 直线 上 ,有 有 坚 = 03 йй, М.К. Р 在 同一 直 


ВЕ — QL, 
REEM- кор. 三 点 在 同一 直线 上 , 且 各 рс. AARS 


ЕМ ‚РМ _ ЕА. Ср. ВЕ 
МР NO АВ РЕ FC ` .但 因 直 线 ADF 切割 全 ЕВС ,根据 梅 涅 劳 斯 定理 ,可 知 L. 


M.N ZAHR. 
BD СЕ 


6. 证 明 АР. ЛЕ, CF 三 线 共 点 ,根据 塞 砚 定理 pe EA АЕ = 1， B p. 
E.F D E FR Ы BD Вр = ВЕ ` ВЕ, СЕ ` CE = CD' * CD, AF АЁ = 
АЕ* AE, 348 

ВР: СЕ! + AF - BD: CE: АЁ = BF' ` ВЕ СР * СО, AF CAF, 


Вр ВР: СЕ! + АК - BD+ СЕДЕ 
D'C EA- ЕВ" РС" БА‘ ЕВ 
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=]. 


BD CE AF BD СЕ АЁ | 
Нс EA FB l, БР ra prp”. REREH АР' BE „СЕ Ж 


7. 证 骨 УО. СУОН ТАС.АВ Ў. АВ = AO = АС', У. СА 
= BA PT J ВАВ! + Z САС! = (Z ВАО + 2 CAO} + (Z САО + 2 ВАО) = 3 
(Æ BAQ + ~ САО ) = IRF, ŠA BAR = сае л 同 理 S A адва = 5л сре ， ласа = 


| BD CE АЁ _ бла ,SAB ЗАСА r 
Sanr Ж DC EA FB” Saa Same Sago | OPE CC 相交 于 


一 点 了 P. 
8. 证 明 ” 设 正 五 边 形 边 长 为 a, 正 五 边 形 对 角 线 长 相等 , 设 为 8. 
ANHE PRPA 是 圆 内 接 四 边 形 ,出 托 勒 密 定理 ,有 РАБ + PB b= PD- 
&. 所 以 
РА + PB: b+ PD: b = P: a + PD b 


有 PA+ PB + Рр = Рр. Ф 
У. 35 PCE 是 圆 内 接 四 边 形 , 有 
PE + PG = рр- 2. (2) 


而 由 四 边 形 АВСЕ HAREMA, ат ас = 22, ВРА - 2 kO, 
加 得 РА + РВ + PD- РЁ+ РС. 
9. 证 明 连结 AO ЕР, НА. Е.О. FURRE, A 
ОЕ:АҒ + OF: АЕ = ЕЕ ОА, 
ВІ OE- AB + OF: АС = R' BC. 
同 理 ОҒ: BC + OD: AB= К+ АС, 
ОР- AC + ОЕ- ВС = К АВ. 
HO) .@ „И& 
OD( AB + АС) + OK( ВС + AB) + OF( AC + ВС) = R( AB + ВС + АС). 
X ОР-ВС+ OE-AC+ OF:AB=2S pc = rÜ AB + BC + АС). 
由 + 名 ,得 
OD+ OE+DF=R+r. | 
10. 证 明 根据 重心 的 性 质 易 证 48 垂直 平分 DH, S ЕНр = Z EDH = 
Z PBC ЗЕЕ PB, 因 B.P.X.Z NAHA, 8 Z PBX = 2 PZY. ВПО EHD = 
£ PZX. М. DH AB, PZ_LAR EIL НЕА = Z XZA,# EH/ ZXY. 


ое Oee 
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11. ШЕВА i PE 3 FG Д-Т N. QG ЖР. HER В OF G С 和 
E.L. б, CHC E.D. Р JUD АЛЕ], ТИЯ Z ЕСО = Z ЕСО, Z NIQ = 
Z GCE, Z DEP = Z РСР. 有 ЕМЕ = Z МЕМ + ZMNE = Z DEP + Z NGL + 
СМС = Z DCP + Z ЕСО + Z RCB = Z PCO. 

12. 证 朋 ШЖ. P fE PE | ВС, РЕ | АВ, 
E.F НЕЕ, EF B] A ABC 关于 P 点 的 西 姆 
ПК. EF 3 PH Т М.Е Н РМ = МН. N 
此 ,延长 AH 5Е BC T Р, 2 ABC ЭМЕСЕ G , 3F 
连接 PG, 交 EF F N,3 BC FR jE ЕН, АКЕ 
W.P. B.E FARRE, A Z= Z2. X Z2 = 
СЗ, AG PE, 所 以 A3 = 一 4, 进而 有 一 1 = 
Z4 fE RAPER Ч, PN = NR, Н 5 = 6. 注意 


СЕН C ЖР = J BS XF Sk a fE ЈЕ {第 12 8E) 
WERE. "I HD = DG, ZI = Z8. X Z6= 7, Z5= Z8, RH / ЕЕ, 
МУЕН Ф. 


13. WER ААВС КО, ECA CECA H, Шо. G. H Hš. [H 
MN ВС. У. ОЇ | BC, 所 以 OLL MN. 同 理 ON LN, 所 以 日 为 全 LMR ЗЕ. 
X. A MN 的 重心 就 是 会 АВС 的 重心 8, 所 以 OG 也 为 和 PN 的 欧 拉线 . 故 
A LMN 的 外 心 在 06 上 .事实 上 过 MN 的 中 点 了 和 作 MN ЗЕЛЕ OH T О, O El 
HAMN УК EET OG: 60 =2:1, 所 以 0 为 08 的 中 点 . 

14. ШИ &БШВ',С,В,С IQ A 3k], Z AG B' = Z AGB, M ZA AC В o 


AACR, AT. BE -4 = eosÀ ,Cr = ВСсозА = 2 RsinÀ -cosA. 


H A.C. "W C MARW, AZ BAC = ZA ARZE- ZA. TE Z E 
АС = 180 - 22 A. ВАА RC ИЛЧЕ {ЕЛЯ R M| АС = 2R' sinl ISO — 2 


ZA) Ж 2RainAcosA = 2 R'sir2 Z À, R: ==, 由 欧 拉 定理 可 得 中 >2P, 得 


М Кезтг,б< r= ЖШ 1--(1+г)°> 二 ,于 是 P< <1- + 


1. 
4 ` <> 


练习 二 十 一 


І. WERA ”如 图 所 示 , 依 题 设 易 知 Aa D.P EAE. £ АР. АР {Е 
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该 圆 直径 .所 以 , DE = АР-:ыпА, EG O 的 直径 AP,, 则 АР = AP... É DE = АР, 
gind = BC. 


{ 第 1 题 ) (3 2 EN) 
2. Ш ШВ, H Z АЕР = Z ABF + Z ВАЕ, Z AFE = СВЕ + ZC, Ў. 
АВЕ = Z CBF,Z ВАЕ = Z C, 所 以 了 AEF = ZAFE, El) AE = AF, AE К АВС 


H, AD LBC, AC =y2, 所 以 AC? = CD. АС, В CD = = Z ТЕ = > EF- BC. fE 


AH | EF + H, CG | BF РС, ШЕ АЕ = 4F, 有 НЕ =- EF, В. Z НАЕ = 


“АВЁ = Z GBC ,所 以 RIAAHF RIA ВОС, Ж ОК = SÈ ikt HF- BC = АЁ • GG 


< AF” CF. = 1 EF- BC = HF- BC < AF CF. 
3. Ш ” 设 两 正 生 角形 各 边 的 交点 为 DE, F.G. H, K, КАА DK. 
AADE СНК, УЕ OLL АС ФТ, ОРДА В F J, ME O01= О.К Б! 


^0: RA 070,65 DI = DI. 从 而 ,有 
Ар = А DI = АВ - Dj = FAC- Dt= AD. 


M AWQDK- АрЕ, ВТЕ RAA DK RS АРЕ. 
Гааги, В АЧХ АНЕ = ЖЕЕ. 因而 从 АРЕ 的 周 长 = AD + DE 
+ КА-АП аъ DE + EB' А'В' =y3r7. 


注意 到 5 = Saage- Saane PELUK AD = DE = AE = Gr Bf, Saws 最 大 , 即 
ЗЛ. 55°РОЗО-3 t ( А г)? = 8 2 2554322, 
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4. 证 明 ERSA УНАА, ,如 图 (1), 易 知 角 平分 线 在 高 AL 与 中 线 
АМ 之 间 , 并 且 4C> AB Ht, M ELSE ZA, RETIR BC> АС> ABM K Py 
位 于 四 边 形 GDHE P, #К, СОН > ЖР, СЕН > Р, ТЕ D. ЕТИ ЄН 
为 直径 的 图 内 ,从 而 下 也 在 这 圆 内 ,GKH > ФР. 

ËA ABC 为 印 { 直 ) 角 三 角形 时 ,如 图 (2) 所 示 , 处 在 从 AEG 内 ,更 在 全 НЕС 
8, A СКН > Z GEH > ЖР. 

综 上 所 述 ,命题 获 证 . 


{ 
(第 4 是 ) 
5. ШЕ ШЕ, Ë ita) V. B, Z = Ë 
共 线 ,这 是 因为 连 ҮВ, Z,A 
Z РВУ + Z PBZ = / РАХ + Z PBZ = 
Z РСЕ + Z PBZ = т. 
当 点 X ТЕЙ] K, K, ЭК ИА Еда ати, 
Z X. ҮВИҮН ЖЖ. 可见 各 个 不 则 位 置 上 的 
A XYZ 后 此 相似 ， 
т ЕНЕМ, А6 Е 好 最 大 时 的 情 
形 . 设 0 О, # XY ЫЕ H..H,, MJ xY = (第 5 题 ) 
2H H200 SANS H H 0,0,,B] ХҮ 0,0, At, XY AR A, ER 
ЗА m = 45д 0,0,0, „ОН Se nz stian, 0, G, ` 
6. 证 明 由 余弦 定理 及 三 角形 画 积 公式 ,有 
a? + b? + 2 — 4735 
=a? + 02 r (а? + 62 – 2abceos C) — 2/3absinC 
=2[а? + b? — 2absin( C + ЗР)) 
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> la? + 2 — 2ab) = 2(а- Б) > 0. 
УВУ а= Б,с= ӨР, a = Б = с 时 等 导 成 立 . 
了 ,证 明 5 а-у+х, b=z+x,c= x+ у, 
abe= (y + z)(z + x)(x + y) 
> BY yz мах ху = xyz 
= Bp- а)(р- b)(p - с) 
= b+c- a)(a +e = hla+t+b-e) 
= a (b +c а) + bleta- b) + са + 5-с) - 2abe. 
8. ШЙ ШИ, A ABC BJ 4 HIR13F 8 r, 


со 1 = ca = ot С = 2. ЕКА 


> 2 
式 等 价 于 
++ 25229432. 
Ф агу+гбег+а,с=х + у, х= 246—6 2 
с+ б - b a+ h-— е 
Р-Ч,Ү= > =p-—-b,z= > =р- °, 


其 中 p= &+2 二 ,根据 海伦 公式 


S= р(р- а)(р- В)(р- гс) 
É S= р. 


„--5 _,/\р=—4)(р-%Ь}\р-е)_/_ 2 
p р x+ v+ z” 
a | 27б) a Bay _ 3. .3 
故 943г=3 (r+ y + 5 S 27 хуз = 3xyz= x+ v) + Z. 


x ` $ AB TB $ 
шя аас зоа оно. В sm. 


TB- PB Ѕдр РВ-СВ -n 
КВ-М” S, “МВ-ЕВ А 


Sa авс Зл ABT + Sn mp + $ A PRC 
So o 
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- (91 (588)! 
_ 90 30 ` 


由 此 可 得 52 рс2е3 5л твр, ШАН AC2>37P. 

10. РАЗ 如 图 ,将 入 45D AGAC 的 内 心 分 别 g 
WWA M,N. Ш ААВр- А САР, ЕВ] DM. DN x 
АРВ. 2 АРС, РМ: DN = Вр:Ар. Я. Z МОУ р 
= ФР = „АРВ, 所 以 , 8 A ABD С A МИр. |8 №, 


AARD, AS NMD Ж Б @Ч 3 АН ЗЕ, Н Z IKA = 
Л BDM = 45°. ` 
这 表明 入 ALK ASEARA AE, VN A AMKS 4 


A AMD, PREL, AK = АР = AL. TE S 


1 {第 10 8) 
5 = y АВ'АС, 
оа lp Lí АВ-АС\” 
ТАКА = -у AD2= —-| ЕС ) 
_ 1 ARAC \ ARAC 
2 BO T 2 AB T AGC 
. _ Š _ АВ°+ АС? 
进而 知 2Т® 2АВ-АС PU 
В 5227. 
П. 证 明 ЖР S12 手 5, 只 须 证 明 
5 
Saa T Sa par + Sams. 
注意 到 平行 四 边 形 AGOH | BIOD., CEOF МУ R LERH 
$ 
ло T SA ОЕН + $лоюж F. (D 


1 
+2527. D 


依 题 设 ,有 OE= CF. Am = 下 = С.Я, = 号, 所 以 ,有 
++ @ 


@ 


Хх , ү 
а Т 


根据 柯 西 不 等 式 ,由 地 得 
3 的 


AOAR. 命题 即 可 获 证 . 

12. WEAR (1) 如 图 ,连接 АС. СЕ. EA. KOR: Hi 
АР CF, ВЕ E. A ACE BJ Z 38 fa Ey, 1 3 A ACE 
ВОЧ, AD. ДЕ. СР Жуз. 

(2) Ë] Z DBE + Z BDE = (DE + ВАР) = 90? ,所 
ЕД BE L РЕ. ВЕ, DF SE F P. РА. ВЕ ZTO, СЕ. 
Вр 5,10 BP. DO. FS ABD AZRA. EE 
йч». ТКА, В 

ВІ + Р + Flz20IPP + IQ + IS). (第 12 EE) 
易 知 Е=21Р,1А=210,С=218,1й 

BI+ DI+ ЕГ 1А + IE + IC. 
所 以 ,有 


AB + PC + CD + РЕ + EF + FA 
=2(В! + DI + ЕР) 
= (ЈА + IE + IC) + (BIL + DI + FI) 
= Ар + ВЕ + СЕ. 
13. 证 明 ЖИЫ A. p. P 为 攻心 ,以 мее 
AD BC h ЖЕЕ NM, ЙЕ = ТА | y 
切 . 设 圆 А ВАЈС, И P 为 曲 边 ; 
三 角形 GCD (Ж S ЕНИ 0 A ABCD' , 则 转 、、 
而 考察 四 边 形 48CD) 的 内 切 问 . EA 4 БВ 
的 外 全 切线 Et 如 图 及 示 } ,容易 看 出 , 当 С, 
р 分 别 沿 着 所 在 的 圆 局 移 到 已 , 玉 时 ,图 PH (第 13 题 
半径 达到 最 大 值 , 记 为 m EA mehi AD= r, BC = К.Д P УКЕН, 
考察 АВ.ВР.РА 在 EF 上 的 投影 p、a,5, 有 
p=v (К+ г) - (R- г) =2 ./ Rr, 
a= (Rèm (К-т)? = 2 fm, 
b= V (r+ т) (r т) =2 / тп. 
于 是 有 “Кк = Ет + V пп, 
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у L... A. 
HA hem, 18 


!. ER PA Q 为 原点 建 立 复 平 面 . 设 四 过 形 ABCD 四 顶点 对 应 的 货 数 分 
出 用 框 应 的 水上 字母 表示 . Й Н 


аа, б <r = cr, d = 起 ,P= (ba ай), (са Ы), га (e + 
四 = blidt a). 
ёл ОН 
п (азайа 6) = 104-6) +100 a)i, буш EOS 
22108 а- 8-с) = уба e) yid- b)i 


Ж аі (04-69-10 ailis dlane) 00 i=. 
їй РК | 05, В1РЕ| = 1051. 


{第 1 题 ) (第 2 题 ) 
2. 证 阴 ”如 图 , 设 四 边 形 ABCD WE ЕЛЕЕ ЭРЕ НЕ, A. B.C. D 对 
应 的 复数 分 别 是 z ,za ЖЕ ОРЕКЕ ЭУ ЖР БА КУШ ЖЕ P.J... Р, 
Pa BAY ASE SE el .tu w4, BJ 
362, 


т 10+ z + (1 0], 
e= 101 +i)z + (1-— ilz], 
wa= 1+ idat- Da], 


и = Si+ Dat -ial 
M lu — as) í = w wa Wl rs — зу] = lw wl В. W W, WaWa MERE. 
3. 证 明 如 图 ,建立 复 平面 . 设 A.C. D 对 应 复数 
Nr (> 0) (осв + isind), (Ф < 0 < 90) ,0. Ш B= r, 
+ губ сей + isind), B 
AC?" BD? = } ғ – ғ{ сов + isin) l” 
[Pi + л (совӣ + ising) |? 
= | r? — rš( cos + гат )2 |2 
= | rf + 15 (со620 + isin28)1°2 
= (22 - R20 Y + (8120) (第 3 题 ) 
= г} + r; — 2г2г5сов20. 
Х AB' + ADt= тү + ri ЖП. ceos20=0, 即 得 0 = 45. 


жә за ә „ъъ — — — = 


4, ШЕВ 建立 复 平面 , 则 A8 = AC + CK + KB = HP + PX + XM = HM ,而 


НМ = HB + BM = AT + EA = ET. А AR = ЕТ, 四 边 形 АВТЕ 是 平行 四 边 形 . 
5. 证 明 ”建立 复 平 曾 ,并 用 字母 表示 相应 复数 . 依 题 设 ,有 


i 


АВ = OB - ОА = B B, + AA) 


(B A + A.B.) + (А,В, + BA) 


= В,А, + AdB. 
同 理 Аб = C+ АС, 
, В, – À, ло... л В-Ар t ., t paB-À 
RE A = 3 tisn- C a = ева + iing. РАС 4 = сов 


本 + isin э. EAB | = LAC) , R.Z ВАС = т. АВС 为 正三 角形 . 
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б. 证 明 ”建立 复 平面 ,并 用 字母 表示 相应 的 
复数 ,如 图 . 


D- В=(А- В) (ст -3 + isin 3 ), 


有 OD = (eos 3 + isin T) A + (1 сов 2 = 


3 
isin 3 ) B. 
G1 = (4+ B+ D) 
= [(l1+ eos + sin 2) — (2 — ов 
3 івіп 2) B] 
- (ош: 6 + їзїп -6 2А + [cos( — к) + isin( - 60181. 
同 理 可 得 
ГА 
=È (ов + iin E) B+ [eosl =Æ) + йаш —-)]С], 
= (oos £ + isin E) C+ Leost = E) + isol -Jat 
E 
СЕ: 6 + isin 一 fA+B В\ — t) — [ cos( - 2) + iso(- e) ] 
CH, 
фов --®) + ¿siní — WJA- (cos Ç 十 上 SI 一 6 )B+ Gt. 
каана AE “ + sin E MA G, 6, G, 为 正三 角形 , 


7 证 明 建立 复 平 面 ， 并 用 字母 表示 对 应 复数 ,不 妨 设 8= - 1, D< 0,GC = 
1„А=2М4(А>»0}, 4 O= А. И F= l+ е, Ж 0 = 2, CDF = 2 СОР, 6 


01 аА 2242 2 .， 
KALA иет TE РЕ t, д2 ИВ МЕ 的 中 
SHAN H = 2А элд, Н. 三 点 共 线 ,进而 妓 知 命题 成 立 . 


I+rA  1+А? 
8. 证 骨 КАНУН CAMA ршн 
位 于 | } БИА К.Ж А=е®#,Ву=1+е#,0Є[0,2х),фФЄ[0,х]. ЖЖ B,= В, 
=1+ e P. JA, A 
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AB2 = ll+e# е9 |2= (1 + e" — 85(1+ ё? 一 е2) 


=з (еке -e+ ed) (ее ето). D 
间 理 АВ =3+(еғ+е#)– (e+e 3)— (ее k emel), @) 
D + 0018 


АВ + АБ =6+2(е#+ е F)-2(e +e 2) (ее) (ее) 
= б + 4005 — Фсов@ – 4соврсонӣ 
= 2+ 4(1 + созф)(1- сов9) 
= 2. 
等 号 当 且 仅 当 多 = 工 或 =0. 即 点 4 位 于 第 二 个 圆 的 中 心 ,或 品 与 В, a y Ж 
一 个 辆 中 心 时 等 号 成 立 . 


(Ж 8 H) (第 9 题 ) 
9. ШЕВА ”如 图 ,建立 复 平 苞 , 设 4 点 对 应 的 复数 为 z = 144 1 (оозо + isine) 


(e= ВАА), А = үрү 8 = -人 B'PB. 这 样 ,构成 变换 ф\ а), АВС 


РЕА РАР Y ABCD. glz) = z + А:(с®@ + ising). H z= z, + Àz( co88 


+ising), 可 得 z= a= Туре йу о МОНА ВЕ Е НЕЬ 
动 点 . 故 plm) = 如 的 对 应 点 Zo 在 大 小 地 图 上 都 代表 着 这 个 国家 的 周一 个 地 
方 . 

10. WA i$ Р K.A ABC 所 在 平面 上 的 射影 为 9, 则 РА >= ОА, PB ОВ, 
РЄ = QC. ШЕН] QA2- sind + ОВ ашВ + ОС?віпС > 28520. ШЕФЕР 
及 三 角形 面积 公式 Sa ic SE , 知 中 式 等 价 于 a QA + БОВ? + c: 0С? > ас. 

建立 复 平 面 ,并 设 4.8.C、.0 所 对 应 的 复数 分 别 为 zz3 zy. WAEA 

(zs _ zx )( z — 21 )? + {z 一 гу){т 一 23)? + {їз 一 ziz- 23)? 
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= (р 8) 08 240624 2). 
ЖЕ, Бакр z BJ K Ah sk r Ba J H z= sz, ВЯ БЗК АБАЙ 
立 . 由 题 设 知 у 关 z2 关 为 ,而 一 元 二 次 方程 只 有 两 个 根 , 故 上 式 具 能 是 恒等式 ,于 
是 

аА? + ОВ? + (QC 

= [23 z ll|z-z 1 в lls zaila- 28 2 дз [2 
>l (za ~ a)r- д1) + (эр + az- z)? + (zy = д) 02 — аа )2 1 
=l р = z l| z: ду}! za- zí = abc. 


ll. 解 设 吕 0 的 半径 为 .建立 复 平 面 , 设 B, = Re (k= 1,2,3- na), 
25 _ у. Sl | e% - e 2 


R kal 
_ >° . У\[2 еа) 60-8) ] 
Kel hal 


= 2n2 – Уе У eh) 一 > et) у 
пі É =! k=} 上 下 = 1 


= 212-2 | Уе [2 = 202, 
Á=] 


ВМ S < п, щ У\ ea = ОВАР S КЕЈ п? R. 
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一 口 voog 一 


vaäðvaaa (у 


лл H H O 


O 5 


O s 


а | Information] 
ШШШШШШП 


С] 1 
ши 1 A A 1 
LIL] 1 LIL 1 1 
СІІ 1 1 A A С 
A aAa A A 1 ошоо 1 С 
A a d A A A a aA A A A 1 A A иш 
a a d A A A A a Ad aAa A A 1 [ши A иш 
a a Ad A A A a a Ad aAa A A A A A 


d a ad aa d Г od o o o A A A A A A 1 A A иш 
d a d ao o ad o a aa Ad aa Ad aa A A Ao A A A A 
т р по о р р рои р т р и adad adado adadad ad ad ad A A 
a ao d ad d A A A A A A A 
d a d ao d ГЛ ad aA aA A A Ї 
т р р т и р ри р т р р р ти р р и р р р р р р р р и р р р р и р р р р и р р aind ao d A A A 
т р р LL] LLLP LLL] LL] р р р р и Д р р ЛЛ р р р и ndaid o d A A A 
т р р т р ГЛ ГГ ГЛ ГЛ ГЛ р и Д р р ЛЛ р р р и р р ГЛ 


